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ABSTRACT

Brownian motion theory is always challenging how to describe diffusion phenomena with the main issue is how
to extend the classical theory of Brownian motion to the special relativity framework. In this study, we formulated
dynamics and distribution of a Brownian particle in relativistic framework by using Langevin and Fokker-
Planck equation. By representing Brownian particle dynamics by Langevin equation, the velocity curves were
dependent on the presence of viscous friction coefficient (heat bath), and were used generalized in special relativity
theory, A relativistic Langevin equation reduces to the classical theory at low velocities. Likewise, the distribution
of Brownian particles is represented as a stationary solution of the relativistic Fokker-Planck equation. From
numerical results, we found that the probability density in the relativistic Fokker-Planck equation for was reduced
to the standard Fokker-Planck equation in Netownian classical theory. For the calculation result showed that the
Hanggi-Klimontovich approach has a consistent result to the relativistic Maxwell distribution. This work could
open a promising interpretation to formulate the diffusion phenomena into general relativity theory.
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ABSTRAK

Teori gerak Brown selalu memberikan tantangan bagaimana untuk menjelaskan fenomena difusi dengan
tren saat ini yaitu memperluas teori klasik gerak Brown ke dalam tinjauan relativitas khusus. Dalam
penelitian ini, kita memformulasikan dinamika dan distribusi dari sebuah partikel Brown dalam tinjauan
relativistik menggunakan persamaan Langevin dan Fokker-Planck. Perumusan dinamika dari partikel
Brown direpresentasikan oleh persamaan Langevin menghasil kurva kecepatan yang bergantung pada
keberadaan dari koefisien gesek (kekentalan medium), dan perumusan tersebut diperluas ke dalam
teori relativitas khusus. Untuk kecepatan rendah, persamaan Langevin relativistik tereduksi kembali
ke teori klasik. Sementara itu, distribusi dari partikel Brown diwakili oleh rapat peluang sebagai solusi
stasioner persamaan Fokker-Planck relativistik. Dari hasil numerik, kita mendapatkan bahwa rapat
peluang dalam persamaan Fokker-Planck relativistik untuk tereduksi ke persamaan Fokker-Planck
biasa dalam teori klasik Newtonian. Untuk hasil perhitungan menunjukkan bahwa pendekatan
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Hanggi-Klimontovich memiliki hasil yang
konsisten dengan distribusi Maxwell relativistik.
Penelitian ini dapat membuka interpretasi fisis
yang diharapkan untuk merumuskan fenomena
difusi ke dalam teori relativitas umum.

Kata kunci: Brownian; relativitas; Langevin;
Fokker-Planck; difusi.

PENGANTAR

Teori gerak Brown, lebih dari seratus
tahun telah memberikan sumbangan yang
sangat penting terhadap pemahaman kita
tentang berbagai fenomena mikroskopis yang
terjadi. Mula - mula diusulkan sebagai metode
pendekatan untuk interaksi materi pada
skala atomik, teori gerak Brown kemudian
berkembang dengan pesat dan meluas ke
arah penelitian pada bidang - bidang yang
lain, ditunjukkan dengan adanya peningkatan
jumlah terapan dalam bidang biologi, kimia,
ekonomi, dan fisika. Tahun 1828 seorang
ahli botani dari Skotlandia, Robert Brown
mengamati butiran serbuk dalam suatu
cairan yang menunjukkan adanya gerakan
tak beraturan. Gerakan itu kemudian dapat
dijelaskan sebagai tumbukan-tumbukan acak
dengan molekul-molekul pada cairan tersebut.
Untuk menjelaskan gerak tersebut secara
matematik orang dapat menggunakan konsep
stokastik (Jacka & Oksendal, 1987; Pitman &
Yor, 2018).

Gerak Brown klasik atau teori difusi
takrelativistik, secara berurutan dikembangkan
oleh Albert Einstein dan Marian Von
Smoluchowski (Dunkel & Hinggi, 2008a).
Relativitas khusus telah terbukti menjadi
kerangka yang tepat untuk menggambarkan
proses fisis pada semua kasus terestrial.
Masalah gerak Brown memainkan peran
penting pada pembuktian awal teori kinetik
dengan memperkirakan bilangan Avogadro
atas dasar teori yang dikemukakan Einstein
(Perrin, 1909).

Salah satu jenis proses difusi yang penting
di dalam fisika yaitu perumusan dinamika
partikel yang berdifusi di dalam fluida yang
memiliki hambatan karena viskositas dan
disertai gaya stokastik akibat gerakan acak
molekul-molekul fluida yang bertumbukan
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dengan partikel tersebut (Pal & Deffner,
2020). Proses difusi ini dikenal sebagai proses
Ornstein-Uhlenbeck (Uhlenbeck & Ornstein,
1930). Proses difusi merupakan contoh khusus
proses Markov dengan contoh fungsi yang
kontinyu menggambarkan teori model peluang
fenomena difusi fisika. Contoh sederhana yaitu
gerak partikel yang sangat kecil seperti serbuk
tepung dalam fluida yang disebut sebagai
gerak Brown (Whittle & Arnold, 1976).

Penelitian secara teoritis tentang teori
gerak Brown dan proses stokastik membuat
terobosan yang memperkenalkan dan
menunjukkan berbagai jenis integral stokastik
yang dikenal dengan persamaan diferensial
stokastik (It0, 1944;1951). Persamaan diferensial
stokastik merupakan suatu cara yang mudah
untuk memodelkan dinamika dari partikel
relativistik dalam lingkungan secara acak
(Persamaan langevin). Persamaan differensial
stokatik juga menjelaskan proses Markov
dalam ruang fase satu partikel relativistik
(Dunkel & Hanggi, 2009).

Pendekatan Langevin untuk gerak Brown
jauh lebih sederhana dari pada pendekatan
Einstein yang berangkat melalui hipotesis,
kemudian menurunkan dan menyelesaikan
sebuah persamaan diferensial (persamaan
Fokker-Planck) yang mengatur evolusi waktu
dari rapat peluang sebuah partikel Brown.
Sementara Langevin menggunakan hukum
dua Newton untuk merepresentasikan
partikel Brown menjadi suatu persamaan yang
sekarang dikenal sebagai persamaan Langevin
(Langevin, 1908). Persamaan Langevin
dan persamaan Fokker-Planck keduanya
menjelaskan persamaan fisika yang bersifat
kontinyu, proses Markov. Bahkan mereka
menggunakan metode masing-masing untuk
mendapatkan hasil yang sama.

Meskipun demikian, analisis Langevin
tentang gerak Brown sedikit lebih umum
dan benar dari pada analisis Einstein. Secara
khusus, Langevin memperkenalkan konsep
stokastik suatu partikel Brown di dalam ruang
kecepatan, sementara Einstein menyelesaikan
sepenuhnya dalam ruang konfigurasi (Lemons
& Gythiel, 1997).
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Proses difusi relativistik diperkenalkan
melalui proses Ornstein-Uhlenbeck relativistik
dimana noise (ketidakteraturan) didefinisikan
pada kerangka diam fluida tempat terjadinya
difusi. Proses ini tidak hanya model yang
mungkin sangat mudah dipahami, tetapi juga
model yang paling mudah dari fenomena
relativistik takberaturan (Debbasch, Mallick
& Rivet, 1997). Penjelasan secara matematik
tentang proses stokastik telah mendorong
pendekatan- pendekatan baru khususnya
dalam bidang fisika energi tinggi dan
astrofisika. Penggabungan teori relativitas dan
konsep stokastik menarik minat yang cukup
besar selama beberapa dasawarsa, terutama
pada pengembangannya dalam wilayah
relativistik (Dunkel & Hanggi, 2005a). Oleh
karena itu akan dipaparkan kembali beberapa
pendekatan terkait penjelasan proses difusi
yang telah ada, kemudian akan dibangun
dalam kerangka ralativitas khusus untuk kasus
(1+3)-dimensi.

Model lain proses difusi untuk kasus
relativistik tanpa meninjau media tempat
terjadinya difusi, sehingga secara fisis tidak
dapat ditafsirkan sebagai proses difusi partikel
tehadap fluida tempat terjadinya proses difusi
(Franchi & Le Jan, 2007). Sementara model lain
yang relevan untuk menggambarkan dinamika
reltivistik dari partikel yang berdifusi adalah
dengan mempertimbangkan gerak partikel
dari kerangka acuan media difusinya (Dunkel
& Hanggi, 2009; Debbasch, 2006).

Dinamika dan evolusi dari suatu partikel
Brown secara umum biasanya dijelaskan dari
persamaan Langevin dan persamaan Fokker-
Planck. Perumusan tersebut merupakan
teori yang mapan untuk menggambarkan
gerak Brown dalam kerangka relativitas
khusus. Formulasi gerak Brown pada kasus
(1+3)-dimensi ~ merupakan  perumuman
dari formulasi untuk kasus (1+1)-dimensi.
Persamaan Langevin relativistik tidak unik
untuk menghasilkan persamaan Fokker-
Planck yang sesuai, hal ini dikarenakan
persamaan  Langevin relativistik  pada
koordinat pengamat menunjukkan perkalian
antara fungsi koordinat momentum dan
proses Gaussian white noise. Terdapat tiga

analisa mengenai aturan diskritisasi untuk
penyelesaian persamaan Langevin dengan
perkalian Gaussian white noise yang diusulkan
oleh It6, Fisk dan Stratonovich, dan Hénggi
dan Klimontovich (Dunkel & Hénggi, 2005a;
2005b). Penelitian ini memiliki tujuan untuk
mendapatkan perumusan dinamika partikel
difusi dalam tinjauan relativistik menggunakan
persamaan Langevin dan Fokker-Planck
serta distribusi peluang partikel difusi secara
matematis dan numerik.

METODE

Penelitian ini dibangun secara teoretis
dengan mengonstruksi fenomena difusi
dalam teori gerak Brown dalam tinjauan
teori relativitas khusus. Dalam penelitian ini,
berangkat darifenomena difusiklasik kemudian
dibangun fenomena difusi dalam tinjauan
teori relativitas khusus. Pertama, perumusan
dinamika partikel difusi dirumuskan dengan
persamaan Langevin. Kedua, distribusi partikel
ditinjau dengan menggunakan persamaan
Fokker-Planck. Ketiga, solusi stasioner rapat
peluang diselesaikan dengan pendekatan Ito,
Stratonovich-Fisk, dan Hanggi-Klimontovich.
Terakhir, hasil numerik disajikan untuk
memberikan interpretasi fisis terkait dinamika
dan distribusi peluang dari sebuah partikel
difusi.

HASIL DAN PEMBAHASAN
Proses Difusi

Proses difusi (gerak Brown, proses Wiener)
merupakan kasus khusus dari proses Markov
dengan fungsi kontinyu yang berperan sebagai
model teoritis peluang dari fenomena difusi
fisis. Contoh yang paling sederhana yaitu gerak
partikel - partikel yang sangat kecil dari butiran
serbuk dalam cairan, yang disebut sebagai
gerak Brown (Whittle & Arnold, 1976). Proses
Wiener merupakan sebuah model matematis
yang menunjukkan representasi dari fenomena
gerak Brown dalam proses difusi.

Ditinjau sejumlah partikel yang dilarutkan
dalam fluida dengan kerapatan partikel di titik
7 pada saat t diberikan sebagai f (t,7). Sistem
tersebut memenuhi persamaan kontinuitas dan
dari persamaan tersebut kemudian diperoleh
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persamaan yang dikenal sebagai persamaan
difusi. Pengamatan menunjukkan bahwa ketika
terjadi suspensi (gerak molekul - molekul
yang dilarutkan), butiran-butiran serbuk kecil
bergerak secara tidak teratur dalam suatu
fluida. Fenomena ini secara sistematis pertama
kali diamati oleh Robert Brown yang kemudian
dikenal sebagai fenomena gerak Brown.
Sebagai seorang ahli botani, Robert Brown
mengamati dalam beberapa eksperimen untuk
mengetahui apakah gerak tersebut merupakan
wujud dari suatu kehidupan. Gerak Brown
dapat diartikan sebagai gerakan acak partikel
mikroskopis yang terlarut di dalam fluida.
Dalam pengamatan yang telah dilakukan,
Robert Brown mendapatkan kesimpulan
yaitu, (1) lintasan gerak partikel-partikelnya
dalam suatu fluida sangat tidak teratur dan (2)
gerakan akibat interaksi antara dua partikel
yang berlainan tidak saling memengaruhi.

Persamaan langevin

Partikel Brown bermassa dilarutkan
dalam fuida akan bergerak secara acak diamati
oleh Paul Langevin. Pendekatan Langevin
dengan persamaan diferensial stokastik
menggambarkan tentang dinamika suatu
partikel. Persamaan Langevin untuk kasus
3-dimensi ialah (Romadani, 2013)

X
Qi 14 (5 (1)
dv(t) R .
m— == —amv(t) +bL(t) ()

dengan adalah koefisien gesek fluida, adalah
gaya Langevin (Gaussian white noise), dan
adalah koefisien yang mengatur amplitudo
noise (Kampen, 2007)Quantum Optics (Springer,
Berlin 1991. Dalam proses difusi, gaya Langevin
didefinisikan melalui proses Wiener sebagai

L) = dd_vl/ ..................................................... (3)

dengan 5(t) maka m¥(t) persamaan (1) dapat
ditulis menjadi

dp(t) = —ap(t)dt + bdW (t)-weeeeeeeeeeee (4)
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dengan b = v2Dmaka
dp(t) = —ap(t)dt + V2DAW (t)........... (5)

untuk sembarang fungsi yang memenuhi
persamaan (5) sehingga diperoleh

of (&,p()
Jt

B (—aﬁ(t)dt+\/ﬁdm7(t)) i
B dt ¢

+ ap(t)e*
sehingga menjadi bentuk yang lebih sederhana

df(t,p(1)) =V2De™dW(t) | 7)

dengan solusinya adalah

p(t)
= p(0)e

t

+\/ﬁe‘“ff e AW () oo (8)

0

Persamaan Fokker-Planck

Persamaan Fokker-Planck merupakan
persamaan  diferensial ~ parsial  yang
menggambarkan evolusi suatu fungsi rapat
peluang dari proses stokastik. Persamaan
diferensial pada proses Wiener yang memenuhi
persamaan diferential parsial parabolik disebut
sebagai persamaan Fokker-Planck. Persamaan
Fokker-Planck 3-dimensi didefinisikan sebagai
of(t,7) 0

ot a7

[ACt, P)f (¢, 7)]

1 62 N -
=573 [B(t, P)f(t, T)]_N(g)

dengan f(t,7) merupakan rapat peluang dari
suatu partikel. Untuk f(t,7) rapat peluang
partikel menyerupai proses Wiener, yaitu
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L1
f(tlr)_\/ﬁ

maka diperoleh suatu persamaan yang dikenal
sebagai persamaan difusi

o A
FrE AR At ey L (L0 — 11)

persamaan (11) dapat dinyatakan dalam
koordinat kartesian di R3.

Persamaan Langevin Relativistik

Diketahui partikel Brown memiliki massa
m, waktu pribadi 1, dan vektor-4 kecepatan
1#(t) dengan kata lain momentum dari partikel
tersebut

dengan u u* =-c* dimana o= 0, 1, 2, 3.
Diasumsikan bahwa partikel dibatasi untuk
uida yang isotropik dan homogen dengan
kecepatan konstan UF serta tidak ada gaya luar
yang bekerja. Diperoleh persamaan Langevin
relativistik

p*(7)

dx%(1) = —
dp®*(1) = —vg(pﬁ(r) — mUﬁ)dT
+ w%(1)

dengan tensor gesekan v, sebagai

« < « +“auﬁ>
Vo =V
p LR (15)

dan v adalah koefisien gesek skalar fuida diukur
pada kerangka diam partikel. Pada kerangka
yang bergerak bersama partikel berlaku u® =
(c,0) sehingga

S OO O
oo O
o oo

oSO O

dengan asumsi bahwa w(t) = dW'(t) = \2Dw
pada kasus (1+1)-dimensi.

Rapat kebolehjadian dari sebuah partikel
difusi relativistik didefinisikan sebagai berikut

pl+3 (W“(T))

I (_ wa@w“(r))
(47TDdT)% 4Dhdx

X §(uw?(1))

denganu = (-c,0) adalah vektor kecepatan-(1+3)
kovarian dan adalah parameter skalar noise.
0-Dirac muncul karena di koordinat-0 tidak
ada gaya stokastik yang bekerja. Persamaan
(17) dinormalisasi berlaku

1= <lj Lidw“(r)) P13 (w%(1))

....... (18)

diperoleh definisi
W(T)) = 0o (19)
(we(@wP ("))
B { 0 (jikat # 1")
~ p*Pdr Gikat=1) ... (20)
dengan

ayB
D =2D <naﬁ + )

) s (21)

Pada kerangka diam fluida dimana U"=(c,0),
U= y(c,v') dan w*= (w’w'), Bentuk persamaan
Langevin pada persamaan (13) dan (14) menjadi

dp' = —vpldt + w' (22)

dengan energi relativistik E= cp” dan skalar
Lorentz
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1 1
vivt) 2 pip' \?
Y:<1_C2> =<1+m ....... (24)

untuk u = y(-cv,) dan w =(-w,w) dan maka
persamaan (17) menjadi

P1+3(W“(t))
3 N2
B % 5 (Wl) _ (WO)Z
- (47TDdt) B RT3
Y

X §(cyw® —yvwh). .(25)

Gerak Brown relativistik secara lengkap
dijelaskan oleh persamaan Langevin pada
persamaan (22) dan (23) dengan w' ditentukan
oleh distribusi P’(w')dengan definisi

P3(Wi) — f dWO P1+3(Wa’)

dengan mensubstitusikan persamaan (25) ke
(26) diperoleh

o 3
3( i) — 0 Y )2
P (Wl) = cf_oodw (47IDdt)
wiw! — (w?)?
exp| —————— | §(cyw?®
ap ¥
14
—yuw') 27)

jika x= cyw’ dan mengikuti definisi integral
9-Dirac maka diperoleh

N[ =

P3(wi) =—"x
(4mDdt)2
Y Vivj L
exp{— 4Ddt (8- c2 Jwwi} (28)
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persamaan di atas merupakan distribusi
peluang suatu partikel Brown mengikuti
persamaan Langevin relativistik.

Dari persamaan (14) dengan asumsi
bahwa c=m=v=1danv,=0.4c dengan selang
interval tertentu maka diperoleh Gambar 1
yang menjelaskan dinamika difusi dari sebuah
partikel difusi baik tinjauan klasik maupun
relativistik. Pada Gambar 1 menampilkan
perbandingan kurva kecepatan sebuah partikel
difusi dengan relativistik melalui persamaan
Langevin. Gambar 1 menunjukkan bahwa
sebuah partikel relativistik dengan kecepatan
v%c=<<1 memiliki kurva kecepatan mendekati
hasil klasik, sementara pola kurva kecepatan
baik klasik maupun relativistik memiliki pola
yang sama yaitu fungsi eksponensial.

Kecepatan --v

0.2
o \
T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
waktu -t

Gambar 1.
Hasil kurva kecepatan dari sebuah partikel
Brown dalam tinjauan relativistik
(Sumber: Plotting menggunakan Phyton)

Gambar 2 menunjukkan bagaimana
sebuah partikel berdifusi bergantung pada
gesekan antara partikel dan fluida (media
difusi). Kurva kecepatan dari persamaan
Langevin divariasikan untuk nilai koefisien
gesek berbeda v . Dari Gambar 2, kita dapatkan
bahwa semakin besar nilai v maka diperoleh
penurunan nilai kecepatan partikel difusi
pada waktu tertentu. Hasil tersebut memiliki
perilaku yang sama dengan difusi pada tinjauan
klasik dan pada Gambar 2 juga menunjukkan
bahwa semakin kecil nilai v maka bentuk fungsi
eksponensial semakin melandai.
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Kecepatan --v[c]
e o e o e o
= N W w oo
w o w o w o
1 | |

Waktu --t

Gambar 2.
Hasil kurva kecepatan relativistik dengan variasi
koefisien gesek
(Sumber: Plotting menggunakan Phyton)

Persamaan Fokker-Planck Relativistik
Persamaan Fokker-Planck dapat ditulis-

kan sebagai persamaan kontinuitas yaitu
(Hanggi & Thomas, 1982)

] J
R _qt
FACTD) +api1 t, p)

dengan f(t,p) adalah rapat peluang dan j (t,p)
arus probabilitas. Solusi stasioner persamaan
(29) diperoleh dengan syarat ji(p)=0 yaitu
(Juttner, 1911)

f@) =Ky®exp(=x¥ ). .o (30)

Kadalah konstanta dan y adalah faktor Lorentz
dalam teori relativitas khusus

vVt 12 pipt 12
y=(1- 2 =1+ 22
m2cz) (31)

dari persamaan (31) didapatkan relasi yaitu:

oy __ P

OP)  YM2C2 e, (32)
dan

d —D)

L —J (g+ ) f

op)  ym2c2\y )7 s (33)

untuk menentukannilai e« dan x pada persamaan
(30) dilakukan dengan tiga pendekatan yang
diusulkan oleh Ito, Stratonovich-Fisk dan
Hanggi Klimontovich.

Pendekatan Ito

Pendekatan ini dengan mengevaluasi
Gaussian white noise L(p) pada persamaan
Langevin di batas awal selang interval [t,t + dt]
(Dunkel & Hanggi, 2005)

L) = L) ™ e (34)

dengan definisi arus probabilitas pendekatan
Ito untuk kasus stasioner memenuhi relasi
berikut:

jitt,p) =0
sehingga diperoleh relasi berikut
vp'f + Di(A‘l)iff] =0
api T T (35)

diketahui relasi bahwa:

o) 0 y
— (AN = — ij
a7 A a7 [(6 +

_ 3
"~ ym2c?

sehingga dari persamaan (32) dan (33), maka
persamaan (35) menjadi

o el )
PIP e "z PO =0 (37)

di mana nilai o = 3 dan x=vm?c’’D memenuhi
persamaan di atas sehingga solusi persamaan
(37) untuk kasus stasioner menjadi

vym?

ym?c?
D > ............... (39)

filp) = Ky>exp <—
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Rapat peluang dalam representasi kecepatan
secara umum diperoleh dengan definisi sebagai
berikut

0
) = |£|f @) (39)
dengan
a_p _ <1 ) v_j>—5/2
ov C e, (40)

sehingga dari persamaan (39) dan (40) diperoleh
rapat peluang yaitu

b, (v) = Km3y® exp (—W’"Zcz )
@)

D j. . 41

Pendekatan Stratonovich-Fisk

Pada pendekatan ini dengan mengevaluasi
nilai L(p) pada titik tengah interval yang
memenuhi (Dunkel & Hanggi, 2005)

L(p)™ =L (p(t) al pz(t al dt)>_ ......... (42)

dengan definisi arus probabilitas pendekatan

Stratonovich-Fisk untuk kasus stasioner
memenuhi
JsrED) = 0 e (43)

sehingga diperoleh relasi berikut

3D D (a

P ?”)] =0

2ym?c? mac?

dengan nilai a=3/2 dan x=vm’c’/d memenuhi
persamaan (44) sehingga diperoleh rapat
peluang untuk kasus stasioner yaitu

3 vym?c?
fsp(P)=KV2eXp<— D ) ............ 45)

dengan rapat peluangnya yaitu

13 vym?c?
=K 372 — .
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Pendekatan Hanggi-Klimontovich
Pendekatan ini mengevaluasi nilai L(p)

pada titik akhir batas interval [t,t + dt] yang

memenuhi (Dunkel & Hanggi, 2005)

L)t =Lpt+dt)) . (47)

dengan definisi arus probabilitas pendekatan
Hanggi-Klimontovich untuk kasus stasioner
memenuhi

kD) =0 (48)

sehingga diperoleh relasi berikut

v'f [U B mlz)c2 (% * X)] - (49)

dengan nilai =0 dan x= vm’c’/D memenuhi
persamaan (49) sehingga diperoleh rapat
peluang untuk kasus stasioner yaitu

vym?c? )

F(®) = Kug exp (— >

dengan rapat peluangnya yaitu

¢HK(17) — Km3y5 exp (_ V)/m2c2 )
b J.. (51)

Dari persamaan (41), (46) dan (51), fungsi
rapat peluang ¢p(v) diplot melalui persamaan
Fokker-Planck untuk kasus stasioner. Gambar
3 dan 4 menunjukkan rapat peluang ¢(v)
terhadap kecepatan v(c) untuk nilai parameter
x berbeda dengan pendekatan Ito, Stratonovich-
Fisk, dan Hanggi-Klimontovich dimana
x=vm?c?/D. Untuk nilai parameter x yang
besar yaitu x=10, fungsi rapat peluang pada
Gambar 3 memiliki pola distribusi Gaussian
atau dengan kata lain mc*>>k,T yang bermakna
bahwa nilai temperaturnya kecil, dan untuk
kecepatan yang semakin tinggi maka rapat
peluangnya menurun secara eksponensial.
Sebaliknya, untuk nilai parameter x yang
kecil yaitu x < 1, fungsi rapat peluang pada
Gambar 4 menyimpang dari pola distribusi
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Gaussian di mana mc’<<k,T atau dengan kata
lain pada saat temperaturnya tinggi. Hasil ini
mengkonfirmasi bahwa untuk nilai x besar
(temperatur rendah) fungsi distribusi pada
fenomena difusi relativistik sesuai dengan
fenomena difusi pada tinjauan teori klasik.
Untuk nilai x kecil (pada temparatur tinggi),
fungsi distribusi dengan pendekatan Hanggi-
Klimontovich pada persamaan (51) memiliki
kesesuaian dengan hasil distibusi Maxwell
relativistik (Tsekov, 2010).

041 X=10

0.3 1

—o(v)[Kk1]

0.2 4

Rapat Peluang

0.1

—— Pendekatan Ito
—— Pendekatan SF

0.0 4 —— Pendekatan HK

*1“00 *0‘.75 70?50 70?25 O.bD 0.‘25 0.‘50 0.‘75 l.E)O
Kecepatan --v[c]
Gambar 3.

Solusi stasioner persamaan Fokker-Planck
dengan pendekatan Ito, Stratonovich-Fisk,
Hanggi-Klimontovich untuk
(Sumber: Plotting menggunakan Phyton)

—— Pendekatan Ito
—— Pendekatan SF
—— Pendekatan HK

Rapat Peluang -o(v)[K 1]

—1j00 —Oj?S —OI‘SO —0?25 0.60 0.‘25 0.‘50 0.‘75 l.IOD
Kecepatan --v[c]
Gambar 4.

Solusi stasioner persamaan Fokker-Planck
dengan pendekatan Ito, Stratonovich-Fisk,
Hanggi-Klimontovich untuk
(Sumber: Plotting menggunakan Phyton)

SIMPULAN

Pada penelitian ini berhasil mengonstruksi
perumusan fenomena difusi dari gerak Brown
dalam kerangka teori relativitas khusus yang
disebut sebagai proses difusi relativistik.
Perumusan persamaan Langevin relativistik
dari sebuah partikel dengan kecepatan
sangat rendah memiliki hasil mendekati hasil
klasik dan kecepatannya sangat bergantung
pada koefisien gesek terhadap mediumnya.
Solusi persamaan Fokker-Planck stasioner
diselesaikan ~ dengan  pendekatan Ito,
Stratonovich-Fisk, dan Hanggi-Klimontovich.
Pada batasan Newtonian, fungsi rapat peluang
untuk nilai besar tereduksi menjadi teori gerak
Brown standar dan untuk nilai kecil pada
pendekatan Hanggi-Klimontovich memiliki
hasil yang sama dengan distribusi Maxwell
pada batasan relativistik .

Implikasi dari hasil penelitian ini adalah
mengkonfirmasi bahwa pendekatan Hanggi-
Klimontovich merupakan interpretasi yang
tepat untuk memberikan deskripsi fisis. Untuk
pengembangan selanjutnya, penelitianini dapat
dikembangkan dan diperluas dalam ranah teori
relativitas umum untuk menjelaskan fenomena
difusi pada ruang waktu melengkung seperti
lubang hitam.
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