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KARAKTERISTIK GRUP BEBAS
(CHARACTERISTIC OF FREE GROUPS)

FITRI ALFIANTI* INDAH EMILIA WIJAYANTI

Abstract. The set X of a group G is said to be a free generating set if every element
of G could be uniquely expressed as a product elements of X. A free group is defined
as a containing set of free generating group. Furthermore, the set of free generators
is referred to as a basis. Any two bases of a commutative free group have the same
cardinality. One of the characteristics of the free group discussed in the study that any
group is a factor group of a free group. Suppose m and n are cardinal numbers and
n < m, then F,, can be inserted into F,,. As a result a free group with a higher rank
can be inserted into a free group with a lower rank. The presentation < S|R > is called
a finite presentation if the sets S and R are finite sets. A group is said to be represented
finitely if it has at least one finite presentation.

Keywords: group, free group, group presentation, free generating set, finite presentation.

Abstrak. Himpunan X dari suatu grup G dikatakan sebagai himpunan pembangun
bebas jika setiap anggota dari G dapat dinyatakan secara tunggal sebagai perkalian
anggota-anggota dari X. Suatu grup bebas didefinisikan sebagai grup yang memuat
himpunan pembangun bebas. Selanjutnya, himpunan pembangun bebas disebut sebagai
basis. Sebarang dua basis dari suatu grup bebas komutatif mempunyai kardinalitas
yang sama. Salah satu sifat pada grup bebas yang dibahas dalam penelitian ini adalah
fakta bahwa sebarang grup merupakan grup faktor dari suatu grup bebas. Dimisalkan
m dan n bilangan kardinal dan n < m, maka F),, dapat disisipkan ke F,,. Akibatnya
grup bebas dengan rank yang lebih besar dapat disisipkan ke dalam grup bebas dengan
rank yang lebih kecil. Presentasi < S|R > disebut presentasi berhingga jika himpunan
S dan R merupakan himpunan berhingga. Suatu grup disebut sebagai dipresentasikan
secara berhingga jika mempunyai setidaknya satu presentasi berhingga.

Kata-kata kunci: grup, grup bebas, himpunan pembangun bebas, presentasi grup, pre-

sentasi berhingga.
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1. PENDAHULUAN

Dalam aljabar konsep grup merupakan salah satu konsep dasar. Grup merupakan
suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan satu operasi biner dan memenuhi
beberapa aksioma grup. Salah satu pembentukan grup yang cukup alamiah adalah
pembentukan grup bebas. Jika diberikan sebarang himpunan tak kosong X, maka
selalu dapat dikonstruksikan suatu grup yang memuat X dengan mendefinisikan suatu
operasi biner perkalian juxtaposisi pada X. Grup inilah yang memotivasi pendefinisian
dari grup bebas.

Dimisalkan G sebarang grup dan X subset G. Himpunan X dikatakan sebagai
himpunan pembangun bebas jika setiap anggota dari G dapat dinyatakan secara tunggal
sebagai perkalian anggota-anggota dari X. Suatu grup bebas didefinisikan sebagai grup
yang memuat himpunan pembangun bebas. Selanjutnya, himpunan pembangun bebas
disebut sebagai basis. Salah satu sifat pada grup bebas yang dibahas dalam penelitian
ini adalah fakta bahwa sebarang grup merupakan grup faktor dari suatu grup bebas.

2. PEMBENTUKAN GRUP BEBAS

Definisi grup bebas tidak terlepas dari pembahasan mengenai himpunan pemban-
gun bebas. Berikut akan dipaparkan pengertian dari himpunan pembangun bebas dari
suatu grup.

Definisi 2.1. Diberikan sebarang grup G dan subset tak kosong X dari G. Sebarang
ekspresi yang berbentuk

xzf x? .. xi{‘
disebut kata, dengan x; € X dan i; € Z. Setiap elemen dari X disebut leter. Selanjut-
nya, jika suatu kata tidak mempunyai leter, maka kata tersebut merupakan kata kosong

dan dinotasikan dengan e.

Dimisalkan G merupakan grup dengan identitas e dan X C G. Dibentuk him-
punan X ! = {x_l |z e X } dengan x~! merupakan formal invers dari z. Diperhatikan
bahwa himpunan X U X ~! dapat disebut sebagai alfabet. Pada kasus ini, suatu formal
invers z~! dari x € X merupakan invers dari 2 di G. Setiap kata w = xfll coxbe di X
melambangkan suatu elemen tunggal dari G. Bentuk paling sederhana dari suatu kata
merupakan pengertian dari kata tereduksi seperti pada definisi berikut.

Definisi 2.2. Diberikan sebarang grup G dan subset tak kosong X dari G. Suatu kata
w disebut sebagai kata tereduksi jika w adalah kata kosong atau w = xi'x3? ... xlr, untuk
x; € X,ij € L,xj # xj41 dan x; # :cj__ﬁl,j =1,2,...,n.

Berikut akan dijelaskan mengenai kesamaan dua kata tereduksi.

Definisi 2.3. [4] Diberikan sebarang himpunan X = {x; | i € I}. Dua kata tereduksi
. . . 1 .

v = :L'lezzz’j co.xlr danw =yl Y32 ...yl dikatakan sama jika dan hanya jika v =w =e

atau m =n dan T = Yk, ix = Ji, untuk setiap k =1,2,...,n.
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Selanjutnya akan dipaparkan pengertian dari himpunan pembangun bebas dari
suatu grup seperti pada definisi berikut.

Definisi 2.4. Suatu subset X # 0 dari grup G dengan elemen identitas e, disebut
himpunan pembangun bebas dari G, jika untuk setiap g € G — {e} dapat dituliskan
dengan tunggal sebagai

i1 1o )

g=x'zy ... 27

dengan n € Z*berhingga dan i3, € Z.

Pada penelitian ini akan dibahas mengenai grup bebas dan sifat-sifatnya. Terlebih
dahulu perlu dipahami definisi dari grup bebas.

Definisi 2.5. Jika G grup dan memuat himpunan pembangun bebas X, maka G disebut
grup bebas. Dengan kata lain, untuk setiap kata tak kosong tereduksi pada X mendefin-
isikan suatu elemen tak trivial pada G. Lebih lanjut, himpunan pembangun bebas X
disebut sebagai basis dari G dan kardinalitas dari basis X disebut sebagai rank dari G.

Dimisalkan X merupakan sebarang himpunan. Untuk mengkonstruksikan su-
atu grup bebas dengan basis X, perlu dideskripsikan suatu proses reduksi yang mem-
perbolehkan mereduksi sebarang kata. Dimisalkan w = uyy 'v. Suatu elemen tere-
duksi dari suatu kata w merupakan proses yang menghapus subkata yy~!, dengan
y € XU X tU{e} dari w, sehingga

uyyilv — uv.

Jika dipunyai proses
W—> W) —> ... — Wy

maka kata w,, merupakan bentuk reduksi dari w. Secara umum, terdapat langkahlangkah
yang berbeda saat mereduksi suatu kata meskipun diperoleh hasil reduksi yang sama.

Lemma 2.6. Setiap dua elemen tereduksi w — wy dan w — wy dari suatu kata w
di S, terdapat suatu elemen tereduksi wi — wg dan we — wq, sedemikian sehinga
berlaku

w

N

w1 w2

NS

wo

Bukti. Dimisalkan \; : w — w; dan A\s : w — wo merupakan elemen tereduksi dari
suatu kata w. Dalam hal ini dapat dibagi menjadi dua kasus.
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(1) Reduksi disjoin
Pada kasus ini, dimisalkan w = ulylyflqugyglu& dengan y; € SUS~tU{e}.
Dimisalkan A; merupakan kata elementer yang menghapus subkata y;y, 1 untuk
i =1,2. Maka diperoleh

)\1 —1 )\2
W — UTU2Y2Yy ~U3 — UIUU3

)\2 —1 )\1
W — ULY1Y] U2U3 — UIU2U3.
Dengan demikian, lema terbukti.

(2) Reduksi overlapping
Pada kasus ini, dimisalkan w = ui1yy~'yus. Maka diperoleh

_ A
w=ury (y ly) uy =% Uryuz,

_ A
w = Uy (yy 1) Yuz = UrYu2;
Dengan demikian, lema terbukti.

O

Proposisi selanjutnya akan menunjukkan bahwa jika diberikan suatu kata dan dua
langkah reduksi yang berbeda pada kata tersebut, maka kata tersebut mempunyai hasil
bentuk reduksi yang sama.

Proposisi 2.7. Dimisalkan w merupakan kata di S. Sebarang dua reduksi dari w, yaitu:

oW — W) — ... —> W),
oW —wj — ... —w
mempunyai hasil dari bentuk reduksi yang sama yaitu w), = w! . Dengan kata lain,
suatu kata w merepresentasikan suatu elemen trivial jika dan hanya jika bentuk kata

tereduksi dari w adalah kata kosong.

Bukti. Pembuktian ini menggunakan induksi matematika pada |w].
Jika |w| = 0, maka w tereduksi, sehingga terbukti.
Akan ditunjukkan proposisi terbukti benar untuk |w| > 1. Dengan menggunakan
Lema 2.6, terdapat elemen tereduksi wj, — wo dan w{ — wp. Dimisalkan untuk kata
wg, dipunyai proses reduksi wg — w; — ... — wyg. Diperoleh

w
SN
a uf
NN
wy wy  wy
! i l
e wy e
! ! i
w), e i
1
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Dengan menggunakan induksi hipotesis, semua bentuk reduksi dari kata wy, sama,
yaitu w), = wy. Lebih lanjut, wy = w),,. Akibatnya w] = wy = w],,. Terbukti. O

Dimisalkan G' grup bebas dengan X himpunan pembangun bebas dari G. Didefin-
isikan operasi perkalian juxtaposisi pada G yaitu untuk setiap a = x}'ay? ... 2% b =
yi'ys? ...yl € G dengan xp,y, € X, iy, jq € Z,p=1,2,...,n,q = 1,2,...,m diperoleh

ab =z ok alnyliyl? L yim
Diperhatikan bahwa suatu hasil dari perkalian juxtaposisi dua kata selalu dapat dire-
duksi. Berikut akan diberikan teorema yang mengatakan bahwa sebarang himpunan
tak kosong selalu dapat membentuk suatu grup bebas.

Teorema 2.8. Jika diberikan sebarang himpunan tak kosong X, maka terdapat suatu
grup bebas F(X) sedemikian sehingga X adalah himpunan pembangun bebas dari F(X).

Bukti. Dimisalkan X = {a; | j € I'}. Dibentuk himpunan X ~! yang saling asing den-

gan X dan |X| = ’X‘ll. Artinya terdapat pemetaan f : X — X! bijektif den-
gan definisi f(a) = a~!, untuk setiap a € X. Dibentuk pula himpunan {e} dengan
e ¢ X U X! Didefinisikan operasi perkalian juxtaposisi pada X U X! U {e} dengan
al=eata=e, (a’l)fl = a, untuk setiap a € X,a~! € X~!. Dimisalkan F(X)
adalah himpunan semua hasil perkalian juxtaposisi dari X U X ~! U {e}. Diperoleh

F(X)={b7"b5> ... 00" by e XUX ' U{el,pe €Z,k=1,2,...,n}
= {(a?)m (ag2)p2... (afl")pn | br :ai’“ GXUXflu{e},ak € X, pr GZ,k:LQ,...,n}
:{ailpla?m...aﬂ"p" | ax € X, jrpr EZ,kzl,Q,,..,n}
:{aila?...ai{‘ |a € X,ir = jupr €Z7k:1,2,l..7n}
=< X >

Dideﬁniskan operasi perkalian juxtaposisi pada F(X), yaitu untuk setiap v = azf a? ...aln
w=ybl'b} ... bl € F(X) berlaku

vw = (a?a? . ..aﬁl") (b{lbgz - b%”)
Akan ditunjukkan operasi perkalian juxtaposisi pada F'(X) terdefinisi dengan baik. Di-
ambil sebarang a = al*ab? ... aPr» b= b{'bE .. . bl c=c[eh? .. el d =ditdy? .. dim € F(X)
dengan a = ¢ dan b = d. Artinya a; = ¢;,p; = r; untuk setiap ¢ = 1,2,...,n dan
bj = dj,q; = s; untuk setiap j = 1,2,...,m. Diperhatikan bahwa

ab = (al*ab?...abr) (b0 ... bdm)
=al'ab? .. aPr b Oe . b
=citeq? . oorditd? L dyr
= (c*cy? .. epm) (dirds? ... dom)

=cd
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Jadi, operasi tersebut terdefinisi dengan baik.

Akan ditunjukkan operasi perkalian juxtaposisi pada F(X) bersifat asosiatif. Diambil
sebarang

a=a"ab? .. .abr b =0b{"b3 .. bl c=cley? ... cl» € F(X). Diperhatikan bahwa

a-(b.c)=(a*ab?...alr) - ((bI'6L ... 0% - (c]rch? ...cm))

— b1 P2 Dn) . q1 7,92 q 71 T2 T
= (al"ad® ... al) - (bT0F .. bt en? .. co)

=altal? . alr b0 b el? L
= ((ai*ab? ...alm) (b1'6T .. b3 ) (et ey? ... )
= (ab)c
Jadi, terbukti bahwa operasi tersebut bersifat asosiatif. Selanjutnya akan ditunjukkan e
merupakan elemen identitas pada F'(X). Diambil sebarang a = a}'ab? ... aP" € F(X).

Diperhatikan bahwa

ae = (al'ab?...al")e
=al'a? .. .alre
=al'a? .. .al"
=a
=alab? ... ab"
=eal'al? ... al"
=e(a*ab?...alm)
= ea

Jadi, terbukti bahwa elemen e merupakan elemen identitas pada F'(X). Selanjutnya
akan ditunjukkan setiap elemen pada F(X) mempunyai invers. Diambil sebarang

a = al*al?...aP» € F(X). Dipilih a=! = a;Pn...a;"%a; " € F(X) sedemikian se-
hingga

aa”t = (a'ab? .. ab) (a, P .. axPPal )
=a'a? . .alrar P lay PPal ™!
=e
=a P .. aya;Pa P cag PPal !
= (a P .. ay?a ™) - (apPr . oayPPa ™)
=a'a

Jadi, terbukti bahwa setiap elemen pada F(X) mempunyai invers. Dengan demikian,
terbukti bahwa F(X) merupakan grup.

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa X adalah himpunan pembangun bebas dari
F(X). Diambil sebarang a = ai*ab?...aP € F(X) — {e} dengan a € X,pp €
Z,k = 1,2,...,n. Akan ditunjukkan ekspresi dari a tunggal. Andaikan terdapat
bj € X,q; € Z,j = 1,2,...,m schingga bi'b3* ... b%" yang merupakan ekspresi lain
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dari a. Berdasarkan Definisi 2.3, diperoleh m = n dan ap = bg,pr = qi, untuk se-
tiap k = 1,2,...,n. Dengan kata lain, ekspresi dari a tunggal. Jadi, himpunan X
merupakan himpunan pembangun bebas dari F/(X). O

Setelah memahami definisi dari kata tereduksi, berikut ini akan diperkenalkan
definisi dari kata tereduksi siklis.

Definisi 2.9. Dimisalkan w = y1y2 . .. yn merupakan kata pada alfabet SU S, Kata
w disebut kata tereduksi siklis jika w kata tereduksi dan vy, # yl_l.

Berikut ini akan diberikan lema yang menunjukkan bahwa sebarang pasangan
kata pada suatu grup bebas mendefinisikan elemen konjugat pada grup bebas tersebut.

Lemma 2.10. Diberikan sebarang himpunan S. Sebarang dua kata w dan v di alfabet
SU S akan saling konjugat di F(S) jika dan hanya jika bentuk kata tereduksi siklis
dari u dan v juga saling konjugat di F(S).

Bukti. Dimisalkan % dan ¥ merupakan dua kata di alfabet S U S~!'. Dimisalkan ter-
dapat u dan v merupakan bentuk dari kata tereduksi siklis dari @ dan v, sedemikian
sehingga 4 = g,ug; ' dan v = g,vg; ', untuk suatu g,,g, € F(S). Akibatnya, @ dan
v merepresentasikan elemen konjugat di F(S) jika dan hanya jika u dan v konjugat di
F(S). Diperoleh
U= gz’)g_1

Sguugy ' = gg0vg, g

su=(g7"990) v (95 990) "

Diasumsikan elemen v = y; ...y, dan v = z; ... 2, sebagai bentuk reduksi siklis dan
bentuk reduksi tersebut berbeda yaitu y; ...y, # 21 ...z, (karena jika sama, maka u
dan v saling konjugat dengan elemen trivial).

Diasumsikan bahwa u dan v saling konjugat di F'(S). Dilain pihak, diasumsikan
bahwa terdapat kata tereduksi ¢’ = s1 ... s, sehingga

-1 -1
Yl--Yn = S1...8k21...2m5S ...8]

Dua elemen di F(S) dikatakan sama jika dan hanya jika bentuk reduksi dari keduanya
sama. Karena y; ...y, merupakan kata tereduksi siklis, maka kata di sisi kanan tidak
tereduksi. Maka haruslah 3;1 = 2z atau s = z,. Tanpa mengurangi keumuman,
dapat diasumsikan bahwa s, = 21 ! sehingga dapat dieliminasi pasangan s,z; dengan
suatu elemen reduksi. Jika £ = 1, maka sfl = 21 sehingga dipunyai

Y1 ... Yp = S12122 ... zmsl_1 = 5151_122 - zmsl_l =22...2ZmS]

= Z2...2m<%1

1

Akibatnya vy ...y, diperoleh dari 27 ...z, dengan menggunakan permutasi siklis pada
leter. Karena 21 ... z,, tereduksi siklis, maka setiap permutasi siklisnya juga tereduksi.
Secara umum, y; ...¥y, dan z3...z,21; merupakan bentuk tereduksi dari elemen yang
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sama di F'(S). Untuk k& > 1, dengan meneruskan proses induksi dengan panjang k dari
elemen konjugasi, cukup diamati bahwa

—-1_,-1 -1

Yi.--Yn =51...8k—15k21 .- 2mSy, Sg_1 - 81
—1 -1

= 81...8]6,122...271121816_1 81

dengan 25 ... 2,21 merupakan permutasi siklis dari 27 ... zp,. O

3. PEMETAAN UNIVERSAL PADA GRUP BEBAS

Setelah memahami grup bebas beserta contohnya pada subbab sebelumnya, se-
lanjutnya akan diberikan beberapa karakteristik dari grup bebas. Terlebih dahulu akan
diberikan sifat pemetaan universal grup bebas seperti pada teorema di bawah ini.

Teorema 3.1. Diberikan F grup bebas yang dibangun oleh X dan i: X — F pemetaan
inklusi. Jika G sebarang grup dan f : X — G sebarang fungsi, maka terdapat dengan
tunggal homomorfisma v : F — G sehingga Y o1 = f.

Bukti. Diketahui F' grup bebas yang dibangun oleh X. Diambil sebarang grup G dan
sebarang fungsi f : X — G. Dibentuk pengaitan ¢ : F — G dengan v (m? xﬁ{b) =
f(gcl)i1 ...f(xn)i"', untuk setiap a:’f coxine Flap € Xyig € Z,k=1,2,....n
Akan ditunjukkan v fungsi. Diambil sebarang v = :vlf comin w o= y{l coyim e F
dengan v = w. Diperhatikan bahwa

v =w
i1 l _ 7
gt gt =gyl i,
31 rin = Jn
T ... "—yl...yn"

Diperoleh z, = yy, dan iy = ji,Vor, yr € X, ik, jx € Z,k = 1,2,...,n. Akibatnya

() =9 (1 ... 2)
= f@)" .. f ()"
=F)" . f ()™
=S )" F )
= (vl i
= p(w).

Jadi, ¥ fungsi.
Akan ditunjukkan ¢ homomorfisma grup. Diambil sebarang v = :1:1 comin w = yl coylm e F.
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Diperhatikan bahwa
¢@w%:¢( s ym>
= f@)™ @) f )™ f ()
= (- ) (v v
= ¥(v)y(w)

Jadi, ¥ homomorfisma grup.
Akan ditunjukkan ¢ o ¢ = f. Diambil sebarang x € X. Diperhatikan bahwa

(¢ oi)(z) = ¥(i(z))
= ¢(x)
= f(z)

Akan ditunjukkan ¢ tunggal. Andaikan ada homomorfisma g : F' — G dengan goi = f.
Diambil sebarang v = z}' ...zl € F. Diperhatikan

— (goi) (@) .- (g01) (z)”
= fl@)" o f ()™
= 1/) (1'111 . .mf{b)
=(v)
Jadi, ¥ tunggal. (I
Berdasarkan Teorema 3.1, diperoleh akibat sebagai berikut.

Akibat 3.2. Diberikan G grup yang dibangun oleh S C G. Grup G merupakan grup
bebas yang dibangun oleh S jika dan hanya jika G memenuhi sifat pemetaan universal
grup bebas. Setiap pemetaan ¢ : S — H dengan H adalah sebarang grup, maka dapat
diperluas mengadi suatu homomorfisma tunggal ¢ : G — H seperti pada diagram berikut.

S—G

O\ 1o
H

Bukti. Dimisalkan G merupakan grup bebas yang dibangun oleh S dan dimisalkan
¢ : S — H merupakan fungsi dari S ke sebarang grup H. Karena G dibangun secara
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bebas oleh S, maka setiap elemen g € GG dapat didefinisikan sebagai suatu kata tereduksi
tunggal di SUS™! U {e}. Dimisalkan

g=s5...87" (85, € S,e; € L)
Didefinisikan )
¢(9) = (¢ (5))"" - (¢ (s3,))" -

Akan ditunjukkan bahwa ¢ merupakan homomorfisma grup. Diambil sebarang g, h € G
sedemikian sehingga g = y1...yn21...2, dan h = z;ll ... zl_lynH ... yr merupakan
kata tereduksi yang saling berkorespondensi di S, dengan y;,2z; € SUS™ U {e} dan
Yn F ?47741-1- Akibatnya gh = y1 ... Yn¥Yn+1 - .- yr merupakan kata tereduksi di S yang
merepresentasikan elemen gh. Diperoleh

=0(y1) - () (1) (2m) D () o B (21) " 6 (Y1) - & ()

Jadi, ¢ merupakan homomorfisma grup. Diperhatikan bahwa ¢ merupakan perluasan
dari ¢ dan berkorespondensi pada diagram komutatif sehingga ¢ tunggal. Hal ini me-
nunjukkan G memenuhi keperluan sifat pemetaan universal.

Dimisalkan bahwa grup G yang dibangun oleh S memenuhi sifat pemetaan univer-
sal. Dipilih H = F(S) dan didefinisikan suatu pemeetaan ¢ : S — H dengan ¢(s) = s,
untuk setiap s € S. Berdasarkan sifat pemetaan universal, pemetaan ¢ dapat diperluas
menjadi suatu homomorisma tunggal ¢ : G — F(S). Dimisalkan w merupakan kata
tak kosong tereduksi di S. Artinya, w merepresentasikan suatu elemen g € G sehingga
#(g) = w € F(S). Karena ¢(g) # 1 maka g # 1 di G. Jadi, G merupakan grup bebas
yang dibangun oleh S. O

4. SIFAT-SIFAT PADA GRUP BEBAS
Pada subbab ini akan menjelaskan beberapa karakterisasi dari grup bebas.

Teorema 4.1. ([Rotman (1995)]:345) Setiap grup isomorfis dengan grup faktor dari
suaty grup bebas.

Bukti. Dimisalkan G sebarang grup. Dibentuk X = {z, | g € G}. Didefinisikan fungsi
f:X — G dengan f(z4) = g, untuk setiap x4 € X. Diperhatikan bahwa f pemetaan
bijektif. Dimisalkan F' grup bebas yang dibangun oleh X. Berdasarkan Teorema 3.1,
terdapat dengan tunggal ¢ : F' — G homomorfisma grup sedemikian sehingga 1 oi = f
dengan ¥ (z ...zl ) = f(24,)" ... f (x4,)", untuk setiap =it ...zl € F.

Akan ditunjukkan Im(¢)) = G. Jelas bahwa Im(¢)) C G. Selanjutnya diambil sebarang
g € G. Karena f : X — G fungsi bijektif, maka terdapat z, € X sehingga g = f (z,4) =
Yoi(xzg) =1 (i(xg)) =¥ (x4). Diperoleh G C Im(¢)). Dengan kata lain, Im(¢)) = G.
Jadi, ¢ merupakan epimorfisma grup. Karena ¢ : F' — G epimorfisma grup, maka

~

berdasarkan teorema isomorfisma pertama, diperoleh F'/ker(¢) = G. ]
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Jika diberikan himpunan yang beranggotakan satu elemen, maka grup bebas yang
terbentuk akan isomorfis dengan grup Z.

Akibat 4.2. Jika X = {z}, makae F(X) = Z.

Bukti. Diberikan X = {«}. Akan ditunjukkan F(X) = Z.
Dibentuk ¢ : Z — F(X) dengan v (1) = 2P, untuk setiap p € Z. Akan ditunjukkan 1)
merupakan fungsi. Diambil sebarang 17,19 € Z dengan p = g. Diperhatikan bahwa

v =
= :L‘q
= (1)
Jadi, ¥ merupakan fungsi.
Akan ditunjukkan 1) homomorfisma. Diambil sebarang p, q € Z. Diperhatikan
W (1p_1q) =1 (1p+q)
— gpPta
— Pyl
=y (17)p (17
Jadi, ¥ merupakan homomorfisma grup.
Akan ditunjukkan ¢ monomorfisma. Diambil sebarang 17,19 € G dengan ¢ (17)
¥ (17). Diperhatikan
P (17) =+ (1)
2P = 24
pP=q
Jadi, 1 merupakan monomorfisma grup.
Akan ditunjukkan ¢ epimorfisma. Diambil sebarang 2/ € F(X), untuk suatu j €
Z. Diperhatikan bahwa terdapat j € Z sedemikian sehingga (1j ) = 2J. Jadi, ¢

merupakan epimorfisma grup.
Dengan kata lain, Z = F(X). O

Jika sebarang grup bebas dengan rank n, maka sebarang basis dari grup bebas
tersebut memiliki kardinalitas yang sama yaitu n.

Teorema 4.3. [1] Jika G grup bebas komutatif dengan basis B = {by, b, ..., b,}, maka
n ditentukan oleh G secara tunggal. Selanjutnya G disebut grup bebas komutatif dengan
rank n.

Bukti. Diketahui G merupakan grup bebas yang dibangun oleh B = {by,ba,...,b,}.
Dapat dipilih grup Zs sedemikian sehingga untuk sebarang fungsi f : B — Z,, terdapat
dengan tunggal hohomorfisma ¢ : G — Zy. Diperoleh sebanyak |2%| = 2" homomor-
fisma yang berbeda dari G ke Zy. Dimisalkan C' merupakan basis lain dari G, maka
dapat dipilih grup Zs sedemikian sehingga untuk sebarang fungsi g : C' — Zo, terdapat
dengan tunggal hohomorfisma ¢ : G — Zs. Diperoleh sebanyak |2C‘ homomorfisma
yang berbeda dari G ke Z,. Akibatnya [27| = 2" = |2¢|. Diperoleh |B| =|C|=n. O



12 ALFIANTI, WIJAYANTI
Berdasarkan Teorema 4.3, diperoleh akibat sebagai berikut.

Akibat 4.4. [1] Sebarang dua basis dari suatu grup bebas komutatif mempunyai kardi-
nalitas yang sama.

Bukti. Dimisalkan F merupakan grup bebas dengan basis X dan Y. Karena F grup
bebas yang dibangun oleh X, maka dapat dipilih grup Z, sedemikian sehingga untuk
sebarang fungsi f : X — Zs, terdapat dengan tunggal hohomorfisma ¢ : F — Zs.
Diperoleh sebanyak |2X | homomorfisma yang berbeda dari F' ke Zy. Karena F grup
bebas yang dibangun oleh Y, maka dapat dipilih grup Z, sedemikian sehingga untuk
sebarang fungsi g : Y — Zs, terdapat dengan tunggal hohomorfisma ¢ : F — Zs.
Diperoleh sebanyak ‘QY’ homomorfisma yang berbeda dari F' ke Zy. Akibatnya ‘2X | =
2], Jelas bahwa |X| < [2¥| = [2¥] dan Y] < [2¥] = |2Y|. Andaikan |X| < |Y].
Diperoleh |X| < [Y] < [2%|. Berdasarkan asumsi Generalized Continuum Hypothesis
(GCH) yaitu untuk setiap himpunan X, tidak ada himpunan S sedemikian sehingga
|X| < |S| < [2%], terjadi kontradiksi. Sebaliknya, andaikan |Y| < |X|. Diperoleh
Y| < |X| < |2¥]|. Berdasarkan asumsi tersebut, terjadi kontradiksi. Dengan demikian,
|X| =Y. O

Selanjutnya akan dipaparkan suatu teorema mengenai syarat perlu dan cukup
sebarang dua grup bebas yang isomorfis memiliki kardinalitas himpunan pembangun
bebas yang sama.

Teorema 4.5. [8] Dimisalkan F dan G merupakan grup bebas yang masing-masing
dibangun oleh X dan'Y . Akibatnya F = G jika dan hanya jika | X| = Y.

Bukti. (<)

Dimisalkan F' dan G grup bebas yang masing-masing dibangun oleh X dan Y. Diketahui
|X| = |Y|. Akan ditunjukkan F' = G. Karena |X| = |Y|, maka terdapat suatu fungsi
bijektif k: X — Y.

Karena F' grup bebas yang dibangun oleh X maka terdapat pemetaan inklusi ix :
X — F. Karena G grup bebas yang dibangun oleh Y maka terdapat pemetaan inklusi
iy : Y — G.

Dipilih grup G dan fungsi iy o k : X — G. Dari Teorema 3.1, terdapat dengan tunggal
suatu ¢ : F' — G homomorfisma grup dengan definisi

qb (SUZf.’E;Q .. .’E:{L) =iyok (1’1)i1 iy ok ($2)i2 ...ly ok ((En)ln s

untuk setiap ac’f sr:é2 ...xin € F. Akan ditunjukkan homomorfisma ¢ bersifat injektif.

Diambil sebarang

i1 .02 i J1, J2 j
Ty Yty oy e F
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dengan ¢ (xlll xé’" e a:;") =¢ (y{1y§2 e yf,;”). Akan ditunjukkan mlfxé? cowin = y{lyg2 .
Diperhatikan bahwa

6 (aiaf i) = o (vld - vir)

iy ok (z) iy ok () .. iy ok (xn)™ =iy ok (y1)" iy o k (y2)’% .. iy o k (ym)’™
S k(@) k(22)? k()™ = k) ke (y2) ok (ym)™™

em=nAk(zy) =k(yp) Nip=13p,Vp=1,2,...,n

EMmM=nAx, =Yy Nip=Jp,V0=1,2,....n

& :vlfx? sz = y{lygz cydm

Jadi,homomorfisma ¢ bersifat injektif. Akan ditunjukkan homomorfisma ¢ bersifat

surjektif. Diambil sebarang b € G dengan b = b{l b;é ...bJm untuk suatu b, € Y,j, €
Z,p=1,2,...,m. Diperhatikan bahwa

b= b6y ... b
=k (x1)" k(22)” ... k (#n)"™ , untuk suatu peX,p=1,2,...,m
=iy ok (z1) iy ok (x2)" .. iy o k (xm)’™
=¢ (;z:{lxjf . xﬁ) , dengan z]'z}? ... 2lm € F

Jadi, homomorfisma ¢ bersifat surjektif. Dengan kata lain F' = G.

(=)

Diketahui F' & G. Akan ditunjukkan |X| = |Y|. Diketahui F' merupakan grup bebas
yang dibangun oleh X. Dapat dipilih grup Zs sedemikian sehingga untuk sebarang
fungsi f : X — Zso, terdapat dengan tunggal hohomorfisma ¢ : F' — Zy. Diper-
oleh sebanyak ‘2X | homomorfisma yang berbeda dari F' ke Z,. Karena F' = G, maka
banyaknya homomorfisma yang berbeda dari F' ke Z, sama dengan banyaknya homo-
morfisma yang berbeda dari G ke Zsy yaitu ‘QX‘ = IZY’. Jelas bahwa | X| < ’2X’ = |2Y‘
dan |Y| < [2¥] = |2Y|. Andaikan |X| < |Y]|. Diperoleh |X| < [Y| < |2%|. Berdasarkan
asumsi Generalized Continuum Hypothesis (GCH) yaitu untuk setiap himpunan X,
tidak ada himpunan S sedemikian sehingga |X| < |S] < ‘2X|, terjadi kontradiksi.
Sebaliknya, andaikan |Y| < |X|. Diperoleh [Y| < |X| < [2¥|. Berdasarkan asumsi
tersebut, terjadi kontradiksi. Dengan demikian, |X| = |Y]. O

5. PENYISIPAN PADA GRUP BEBAS

Beberapa referensi menuliskan grup bebas dengan rank n sebagai F),. Dimisalkan
F(Y') grup bebas yang dibangun oleh Y dan suatu S C Y, maka subgrup (S) dibangun
oleh S di F(Y), merupakan grup bebas dengan basis S. Hal ini menunjukkan jika m
dan n bilangan kardinal dan n < m, maka F,,, dapat disisipkan ke F;,. Akibatnya grup
bebas dengan rank yang lebih besar dapat disisipkan kedalam grup bebas dengan rank
yang lebih kecil. Terlebih dahulu ini akan diberikan definisi mengenai penyisipan pada
suatu grup.
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Definisi 5.1. Suatu grup G disisipkan kedalam grup H, jika terdapat suatu monomor-
fisma ¢ : G — H. Jika ¢(G) C H, maka dapat dikatakan G dapat disisipkan sejati ke
H dan ¢ merupakan penyisipan sejati.

Selanjutnya akan dibahas mengenai suatu proposisi yang menunjukkan bahwa se-
barang grup bebas terhitung dapat disisipkan kedalam suatu grup bebas dengan rank 2.

Proposisi 5.2. Sebarang grup bebas terhitung G dapat disisipkan kedalam suatu grup
bebas dengan rank 2.

Bukti. Untuk membuktikan proposisi ini, cukup menemukan suatu subgrup bebas dari
rank terhitung dari suatu grup bebas rank 2. Dimisalkan F5 merupakan grup bebas
dengan basis {a,b}. Dinotasikan x,, = b"ab™™ dengan n = 0,1,2,... dan dimisalkan
S = {560,1‘1, T, .. }

Klaim: Himpunan S membangun bebas suatu subgrup (S) di Fs.
e .es en

Diambil sebarang w = zjxz;?...2;" merupakan kata tak kosong tereduksi di
S U S~L Akibatnya w dapat dipandang sebagai suatu kata di {a,b}. Dimisalkan
w=0b"a"b""b2a?b " .. bmab T
Karena w merupakan kata tereduksi di S, dipunyai i; # 4,41 atau %; = 4,41 dan
ej + ejy1 # 0, untuk setiap j = 1,2,...,n — 1. Dilain pihak, sebarang reduksi dari w
(sebagai kata di {a,b} ) tidak mempengaruhi a® dan a®+! pada subkata
bl @ p b plit1 g i1 p T+

yaitu a% dan a®+! merupakan bentuk tereduksi dari kata w di {a,b} U {a,b}~!. Ak-
ibatnya bentuk tereduksi dari w adalah bukan kata kosong di F». Jadi, S merupakan
himpunan pembangun bebas subgrup (S) di F». Dengan demikian < S > merupakan
grup bebas dengan rank terhitung. O

Selanjutnya akan diberikan lema yang menunjukkan bahwa jika suatu grup diban-
gun oleh dua elemen memiliki aksi pada suatu himpunan dan memenuhi kondisi ter-
tentu, maka grup tersebut merupakan grup bebas. Lema ini dikenal sebagai Ping-pong
lema.

Lemma 5.3. (Ping-pong Lemma) Dimisalkan G merupakan suatu grup yang diban-
gun oleh himpunan a,b dan aksi terhadap suatu himpunan X. Diasumsikan terdapat
dua subset tak kosong A,B C X dengan AN B = 0,a"B C A dan b"A C B, untuk
setiap bilangan bulat n # 0, maka grup G merupakan grup bebas yang dibangun oleh
himpunan a, b.
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Bukti. Dimisalkan w merupakan kata tak kosong tereduksi di alfabet a*!,b*!. Tanpa
mengurangi keumuman, dapat diasumsikan bahwa kata w dimulai dan diakhiri dengan
a*!, karena jika tidak maka untuk m dengan w; = a™wa~", dan w = 1 jika dan hanya
jika wy = 1.

Dimisalkan w = a™b™* - ¢™-1p™k-1q"*  dengan n;, m; # 0.

Diperoleh
w-B=a"bm g™ 101" - B
C @™Mb™ . ge-1p -1 L A
Ca™p™ g™ *-BC...
Ca™-B
C A
Diperoleh w # 1. Jadi, himpunan {a,b} membangun bebas G. O
. . 1 k 1 0
Akibat 5.4. Suatu matriks A = 01 dan B = o1 membangun suatu

subgrup bebas dengan rank 2 dari SLy(Z).

A1:{<ékf>esuzzmezﬁ
Bl{<élg)esuzszzﬁ

merupakan subgrup yang dibangun oleh A dan B. Didefinisikan dua subset X; dan X»
dari R? sebagai berikut
-{(3) extu

4%:{<§)€Rmm>b}.

Diperhatikan bahwa X5 tidak termuat di dalam X;. Dimisalkan ¢ = ( L mik ) € A

Bukti. Dimisalkan

0 1
dan ( ;2 ) € X,. Diperoleh
2

<12)<1n1k>(x2><m2+kn1y2)
L e 0 1 Y2 Y2 '
Karena |y2| > |22, diperoleh

|z2 + knaye| > [([kna| = 1) yo| = (|kna| — 1) y2| = [y2] -
Akibatnya ¢ 2 ) e x 1. Selanjutnya dimisalkan @y = Lo € B;.
Y2 kng 1

Dengan menggunakan Ping-pong Lemma, subgrup dari SLs(Z) dibangun secara
bebas oleh A dan B. O
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Jika suatu grup dapat disisipkan kedalam suatu grup matriks atas lapangan
GL,(P), maka grup tersebut merupakan grup linear. Definisi grup linear nantinya
akan digunakan sebagai salah satu sifat dari grup bebas yaitu sebarang grup bebas
yang dibangun secara hingga merupakan grup linear.

Definisi 5.5. Suatu grup G disebut grup linear jika G dapat disisipkan kedalam suatu
grup matriks GL,(P), untuk suatu bilangan bulat n > 1 dan suatu lapangan P.

Berikut ini akan diberikan teorema yang menunjukkan bahwa sebarang grup bebas
yang dibangun secara hingga merupakan grup linear.

Teorema 5.6. Suatu grup bebas dari rank terhitung adalah grup linear. Secara umum,
grup bebas yang dibangun secara hingga adalah grup linear.

Bukti. Berdasarkan Proposisi 5.2 dan Akibat 5.4, dipunyai grup G =< A, B > dengan

A= < (1) ]f ) dan B = ( 11 (1) > yang merupakan subgrup bebas di SLy(Z). Karena

SLs(Z) subgrup dari GLy(Z), akibatnya G dapat disisipkan kedalam grup matriks
GL5(Z). Dengan kata lain, grup G merupakan grup linear dan sebarang grup bebas
yang dibangun secara hingga merupakan grup linear. O

Selanjutnya akan dibahas sifat lain dari grup bebas yaitu sebarang grup bebas
merupakan grup residually berhingga. Terlebih dahulu akan dipaparkan mengenai defin-
isi dari grup residually berhingga seperti berikut ini.

Definisi 5.7. Suatu grup disebut residually berhingga jika untuk sebarang elemen tak
trivial g € G terdapat homomorfisma ¢ : G — H dengan H merupakan suatu grup
berhingga sedemikian sehingga ¢(g) # 1.

6. PRESENTASE GRUP

Diberikan sebarang grup G dengan himpunan S sebagai pembangun dari G.
Berdasarkan Teorema 3.1, terdapat suatu homomorfisma ¢ : F'(S) — G sedemikian
sehingga ¢(s) = s, untuk setiap s € S. Diperhatikan bahwa ¢ merupakan pemetaan
surjektif, sebab untuk setiap s]f ...sln € G, terdapat s1,...,s, € S sedemikian se-
hingga ¢ (5711 ...5{;) = sJ' ... sJ». Dengan menggunakan Teorema Isomorfisma Per-
tama diperoleh

G = F(S)/ker(¢)
Diperhatikan bahwa
ker(¢) = {w € F(5) | ¢(w) = 1¢}
= {sjll sin | (b(s]ll 5%”) = 1(;}
_ {3{1 s | S (s1) e (sn)T = 1G}

_J J Ji Jn —
—{51 sl sttoslr = 1g

—
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Dalam hal ini, ker(¢) dipandang sebagai relator dari G dan suatu w € ker(¢) disebut
sebagai relator dari G yang dibangun oleh S. Jika suatu subset R C ker(¢) membangun
ker(¢) sebagai subgrup normal dari F(S), maka subset R merupakan suatu himpunan
relasi dari G relatif terhadap S. Akibatnya, pasangan (S | R) disebut sebagai presen-
tasi dari G. Presentasi (S | R) disebut presentasi berhingga jika himpunan S dan R
merupakan himpunan berhingga. Suatu grup disebut sebagai dipresentasikan secara
berhingga jika mempunyai setidaknya satu presentasi berhingga. Jika suatu grup G da-
pat didefinisikan sebagai suatu presentasi, maka dapat ditemukan suatu homomorfisma
dari grup G ke grup lainnya.

Lemma 6.1. Dimisalkan G =< S | R > merupakan suatu grup yang didefinisikan seba-
gai suatu presentasi (berhingga) dengan himpunan relator R = {rj = yfl yfj | yfk €

SuUSTL1<j5< m}, dan H merupakan sebarang grup. Suatu pemetaan ) : SUS™H —
H dapat diperluas kedalam suatu homomorfisma ¢ : G — H jika dan hanya jika

Y(ry) =19 (yfl) ) (yfj) = 1y, untuk setiap r; € R.

Bukti. (=)

Diketahui grup G =< S | R > dan pemetaan 1) : SUS™! — H, untuk sebarang grup H.
Didefinisikan suatu pemetaan ¢ : G — H dengan ¥ (Yn, - - - Yn,) = % (Yny) - -0 (Yn, ),
untuk setiap y,, € S US™!. Akan ditunjukkan bahwa v merupakan hommorfisma
grup. Diambil sebarang yn,..Yn,, 2k, - - - 2k, € G, untuk setiap y(ni) ,z(kj) e Sus.
Diperhatikan bahwa

1; (yn1 s Yny Rl ka) =Yny - YniRky - - Rhy

D ) B (s 20,

Jadi, terbukti bahwa pemetaan 1) merupakan homomorfisma grup. Akibatnya
untuk setiap r; € R, diperoleh

(<)

Diketahui ¢ (r;) = ¥ (yi) . (yf]) = 1y untuk setiap r; € R. Dimisalkan 7
merupakan homomorfisma natural dari F(S) ke G. Dimisalkan U = ¢ (SUS™!) dan
F(U) merupakan grup bebas yang dibangun oleh U. Akibatnya terdapat homomorfisma
natural A\ : F(U) — Hj, untuk suatu H; subgrup di H yang dibangun oleh U =
P (S us _1). Dengan menggunakan sifat universal dari grup bebas, suatu pemetaan
¥ 1 SUS™! — U dapat diperluas kedalam suatu homomorfisma « : F(S) — F(U).
Akibatnya dipunyai suatu komposisi dari homomorfisma Ao a: F(S) — Hj.
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a:F(S)— F(U)

0 LA
G H

Diambil sebarang g = ¥y, ... ¥yn, € G dengan y,,. € SU S~!. Tanpa mengurangi
keumuman, dapat diasumsikan bahwa suatu kata wy, = yn, ...y,, merupakan kata
tereduksi dengan memandang w, € F(S). Didefinisikan ¥(g) = X o a(w,). Akan
ditunjukkan pemetaan 1 well-defined. Perlu ditunjukkan bahwa Ao« (wy) = Ao a (wp),
dengan 7 (wy) = n (wp), untuk setiap wy, wy € F(S). Diperhatikan bahwa

1 (wg) =1 (ws)
& (wy 'wy) = 1ps)
sw, tw, € ker(n)
<Jwy, € ker(n), wy, = w;lwg
SWwy = WpWk.
Berdasarkan asumsi pada ¢, diperoleh Ao« (wg) = 1x. Akibatnya Aoa (wy) = Aoa (wp)

dan pemetaan 1(g) well-defined. Selanjutnya, akan ditujukkan pemetaan ¢ merupakan
homomrfisma grup. Diambil sebarang wg, wp € F(S). Diperhatikan bahwa

Y (wawy) = Ao a (wawp)
= A (a (wawy))
= >\( (wa) o (wp))

A (wa)) A (e (wp))
=Xoa(wg) Ao a(wpy)
= (wa) ¥ (wp) -

Jadi, terbukti bahwa pemetaan ) merupakan homomorfisma grup. ([

Pembahasan komutan diperlukan untuk mendefinisikan suatu abelianisasi dari
suatu grup. Oleh sebab itu, perlu ditunjukkan bahwa jika G adalah grup, maka komutan
dari grup G merupakan subgrup normal dari G.

Proposisi 6.2. Diberikan G merupakan grup. Suatu komutan G' adalah subgrup nor-
mal yang dibangun oleh semua komutator dari G.

Bukti. Dimisalkan G adalah grup. Jika a,b € G, maka komutator dari a dan b adalah
aba~1b~1. Didefinisikan
G' ={z122... 7, | ¥; komutator di G,i =1,2,...,n}.

Dengan kata lain, himpunan G’ merupakan koleksi semua produk berhingga dari ko-
mutaorkomutator di G. Akan ditunjukkan C' subgrup normal dari G.
Diperhatikan bahwa G’ bukan merupakan himpunan kosong sebab terdapat e = eee " le~! €
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G’. Akibatnya, himpunan G’ memuat elemen identitas. Diambil sebarang ¢ = z1x5 ... 7,
dan d = y19s . .. ymm di G, untuk setiap x; dan y; merupakan komutator di G. Diperoleh
cd =1%o ... TnY1Y2 .. Ym € G

Diperhatikan bahwa

—1 -1 —1 -1, -1
¢ =(Txe. . Tp) =X, Ty Ty

sebab jika x; = aibiajlbgl, maka, x;l = biaibjlafl juga merupakan komutator di G.
Akibatnya ¢~ € G'. Jadi, himpunan G/ merupakan subgrup di G.
Diambil sebarang g € G dan ¢ = z12>...7, € G'. Diperoleh
gegt =g (xima. . xy) gt
=gr1(97'9) 22 (97"9) ... (97" 9) Tng™
= (gxlgfl) (gmggfl) (gxngfl)

Dimisalkan x; = aibiaflb;17 untuk setiap ¢ = 1,2,...,n. Diperoleh

1

grig~" = gaibia; by gt
=gai (97'9) bi (97 '9) a; "t (97 g) b; 19!
= (9aig™") (9big™") (9a; "9™") (9bi "9 ™).
Diperhatikan bahwa untuk setiap ¢, berlaku

(gaig™) " =(g7Y) a g = gailg
Akibatnya
gzig™" = (9aig™") (gbig™") (9asg™") " (gbig™") ™"
merupakan suatu komutator di G. Dengan demikian, gcg~! € G’. Jadi, himpunan G’
subgrup normal dari G. O

Berdasarkan Proposisi 6.2, dapat dibentuk suatu grup faktor G/G’. Proposisi
berikut ini menunjukkan bahwa grup faktor G/G’ merupakan grup komutatif.

Proposisi 6.3. Jika G grup dan G’ komutan dari G, maka grup G/G' merupakan grup
komutatif. Selanjutnya, grup G/G’ disebut sebagai abelianisasi dari G.
Bukti. Diambil sebarang a,b € G. Diperhatikan bahwa
aba b7 € G’ < (ab)(ba) "' € &
& abG’ = baG’
& aG'bG" = bG'aG’
O

Teorema berikut menunjukkan bahwa suatu abelianisasi dari sebarang grup bebas
merupakan grup bebas komutatif.

Teorema 6.4. Jika F(X) merupakan grup bebas yang dibangun oleh X, maka abelian-
isasi F(X)/F(X) merupakan grup bebas komutatif.
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Bukti. Diberikan F(X) merupakan grup bebas yang dibangun oleh X. Dimisalkan H
merupakan sebarang grup komutatif dan f sebarang pemetaan dari X ke H. Berdasarkan
Teorema 3.1, terdapat dengan tunggal homomorfisma g : F(X) — H sedemikian
sehingga goi = f, dengan i : X — F(X). Dibentuk homomorfisma natural = :
F(X) — F(X)/F(X)'. Berdasarkan Teorema 3.1, terdapat dengan tunggal homomor-
fisma h: F(X)/F(X) — H sedemikian sehingga hom = g. Akibatnya, ho (woi) = f.
Berdasarkan Akibat 3.2, diperoleh bahwa F(X)/F(X) merupakan grup bebas komu-
tatif yang dibangun oleh X. O

Secara umum, jika diberikan
G=<81,c.c,8n | "1, Tm >
maka
G/G =<s1,...,80 |71,y Ty [8i,85] (1 <i<j<mn)>
Teorema berikut ini akan menunjukkan bahwa jika diberikan suatu grup dengan
presentasi berhingga, maka presentasi abelianisasi dari grup tersebut juga berhingga.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa jika diberikan suatu grup G, maka terdapat
homomorfisma dari abelianisasi G ke sebarang grup faktor dari G.

Akibat 6.5. Dimisalkan G grup dan H merupakan grup faktor komutatif dari G. Jika
pemetaan v : G — G/G" dan ¢ : G — H merupakan homomorfisma natural, maka
terdapat suatu homomorfisma ¢ : G/G' — H sedemikian sehingga

G EHE"

AR
Vs §

Bukti. Diberikan himpunan S = {s1,...,s,} dan R = {ry,...,r,}. Dimisalkan G =<
S| R > grup dan pemetaan v : G — G/G’ homomorfisma natural. Akan ditunjukkan
G/G" =< v(S) >. Diperhatikan bahwa < v(S) >C G/G’. Diambil sebarang p € G/G’
dengan p = v(a), untuk suatu @ € G. Karena G =< S >, maka terdapat y1,...,yn, € S
sedemikian sehingga a = yfl ...yFn. Diperoleh

p=v(a)
=0 (y]fl yﬁ")
=v(y)" v ()™
e<v(S) >

Jadi, terbukti bahwa G/G’' =< v(S) >.

Selanjutnya untuk setiap s; € S, v (s;) cukup dinotasikan dengan s;.

Dimisalkan presentasi dari G/G” adalah < s1,...,8, | T1,...,7m, [55,8;] (1 < i < j<mn)>.
Didefinisikan pemetaan ¢’ : v(S) — H dengan ¢’ (s;) = ¢ (s;), untuk setiap s; € S.
Diambil sebarang r; € R. Karena r; = 1g dan ¢ merupakan homomorfisma grup, maka
diperoleh ¢’ (rj) =1 (r;) = 1. Lebih lanjut, untuk setiap 1 < 1 < j < n diperoleh
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Berdasarkan Lemma 6.1, pemetaan ¢’ dapat diperluas kedalam suatu homomorfisma
v:G/G' — H. O

7. PENUTUP

7.1. Kesimpulan. . Berdasarkan pembahasan dalam bab-bab sebelumnya dapat di-
ambil beberapa kesimpulan sebagai berikut

(1)

(3)
(4)

Definisi grup bebas tidak terlepas dari pembahasan mengenai himpunan pem-
bangun bebas. Jika G grup dan memuat himpunan pembangun bebas X, maka
G disebut grup bebas. Dengan kata lain, untuk setiap kata tak kosong tere-
duksi pada X mendefinisikan suatu elemen tak trivial pada G. Lebih lanjut,
himpunan pembangun bebas X disebut sebagai basis dari G dan kardinalitas
dari basis X disebut sebagai rank dari G.

Diberikan G grup yang dibangun oleh S C GG. Grup G merupakan grup bebas
yang dibangun oleh S jika dan hanya jika G memenuhi sifat pemetaan universal
grup bebas. Setiap pemetaan ¢ : S — H dengan H adalah sebarang grup, maka
dapat diperluas menjadi suatu homomorfisma tunggal ¢ : G — H seperti pada

diagram berikut.
S—dG

o\ 1o
H

Basis pada grup bebas komutatif merupakan sebarang grup komutatif yang
memuat himpunan basis.
Sifat-sifat grup bebas yang dibahas pada penelitin ini adalah sebagai berikut:

(a) Setiap grup isomorfis dengan grup faktor dari suatu grup bebas.

(b) Jika X = {z}, maka F(X) = Z.

(¢) Jika G grup bebas komutatif dengan basis B = {by,bs,...,b,}, maka n
ditentukan oleh G secara tunggal. Selanjutnya G disebut grup bebas ko-
mutatif dengan rank n.

(d) Sebarang dua basis dari suatu grup bebas komutatif mempunyai kardinal-
itas yang sama.

(e) Dimisalkan F' dan G merupakan grup bebas yang masing-masing dibangun
oleh X dan Y . Akibatnya F 2 G jika dan hanya jika |X| = |Y].
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(5) Dimisalkan F(Y) grup bebas yang dibangun oleh Y dan suatu S C Y, maka
subgrup < S > dibangun oleh S di F(Y'), merupakan grup bebas dengan basis
S. Hal ini menunjukkan jika m dan n bilangan kardinal dan n < m, maka F),
dapat disisipkan ke F),. Akibatnya grup bebas dengan rank yang lebih besar
dapat disisipkan kedalam grup bebas dengan rank yang lebih kecil.

(6) Presentasi < S|R > disebut presentasi berhingga jika himpunan S dan R meru-
pakan himpunan berhingga. Suatu grup disebut sebagai dipresentasikan secara
berhingga jika mempunyai setidaknya satu presentasi berhingga.

7.2. Saran. Berdasarkan penelitian yang telah penulis lakukan maka dapat disam-
paikan beberapa saran sebagai berikut:

(1) Penelitian ini hanya membahas gambaran kecil mengenai grup bebas. Bagi
peneliti selanjutnya, diharapkan dapat memperluas pembahasan terkait grup
bebas yang lebih detail.

(2) Pembahasan grup bebas dan konsep presentasi grup oleh generator dan relasi
termuat dalam konsep teori grup kombinatorial. Ini banyak digunakan dalam
topologi geometris dan grup fundamental dari kompleks sederhana yang memi-
liki presentasi secara alami dan geometris. Diharapkan ada penelitian selanjut-
nya mengenai konsep teori grup kombinatorial secara detail.

Demikian saran-saran dari penulis. Semoga penelitian ini dapat menjadi inspi-
rasi bagipenelitian-penelitian selanjutnya terutama dalam ilmu matematika khususnya
dalambidang aljabar.
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