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AKSI PARSTIAL MONOID DAN
SEMIGRUP RESTRIKSI SEJATI

(PARTIAL MONOID ACTIONS AND PROPER
RESTRICTION SEMIGROUPS)

LISANATUN KHASANAH*, BUDI SURODJO

Abstract. Let S be a proper restriction semigroup and o denote the least congruenceon
S which identifies all elements of P(S) C S. Given a monoid T which acts partiallyon a
semilattice Y. If (T,Y) is a strong M—pair, then we can define a proper restriction semi-
group M (T,Y’). In this paper, we show that S is isomorphic to M (S = o; P(S)). Further-
more, we discuss the classes of proper restriction semigroups and their relationship with
the properties of the partial monoid actions, i.e. strong and antistrong. Moreover,from
a strong partial monoid action we can construct a (global) monoid action. Furthermore,
if T acts partially on Y relative to a homomorphism such that (T,Y) is a W —pair, then
we can define a proper restriction semigroup W(7T,Y). If W(T,Y) is a W —product of Y’
by T, then it can be embedded into the semidirect product of a semilattice by T'.

Keywords: restriction semigroup, monoid, semilattice, partial monoid action

Abstrak. Diberikan semigrup restriksi sejati S dan kongruensi terkecil o pada S yang
mengidentifikasi semua elemen P(S) C S. Misalkan T monoid yang beraksi parsial pada
semilattice Y . Jika pasangan (7T,Y) merupakan M —pair kuat, maka dapat dibentuk
semigrup restriksi sejati M (T,Y). Pada paper ini ditunjukkan bahwa S isomorfis dengan
M(S = o; P(S)). Lebih lanjut, dikaji mengenai kelas-kelas semigrup restriksi sejati dan
hubungannya dengan sifat kuat dan sifat antikuat aksi parsial monoid. Selanjutnya, dari
aksi parsial monoid kuat dapat dikonstruksi suatu aksi (global) monoid. Lebih lanjut,
jika T beraksi parsial pada Y relatif terhadap suatu homomorfisma sedemikian sehingga
(T,Y) merupakan W —pair, maka dapat dibentuk semigrup restriksi sejati W (T,Y").Jika
W (T,Y ) merupakan W —product dari Y oleh T', maka dapat ditunjukkan bahwa W (T,Y")
dapat disisipkan ke dalam semidirect product dari suatu semilattice oleh T'.

Kata-kata kunci: semigrup restriksi, monoid, semilattice, aksi parsial monoid
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1. PENDAHULUAN

Dalam teori semigrup dikenal konsep tentang semigrup restriksi dan monoid.
Salah satu kelas dari semigrup restriksi yaitu semigrup restriksi sejati. Misalkan S semi-
grup restriksi sejati dengan o menotasikan kongruensi terkecil pada S dan E = P(S)
semilattice dari S. Himpunan S/o merupakan monoid. Pada tahun 2004, Megrel-
ishvili dan Schroder memperkenalkan konsep aksi parsial monoid. Aksi parsial monoid
dapat memiliki sifat-sifat tertentu, salah satunya yaitu sifat kuat dan sifat antikuat.
Berdasarkan sifatnya, aksi parsial monoid dapat menentukan kelas-kelas dari semi-
grup restriksi sejati. Selain itu, aksi parsial monoid berkaitan dengan M-pair kuat
dari monoid T' dan semilattice Y. Kemudian dari M-pair kuat (7,Y) dapat dibentuk
himpunan M (T,Y), sehingga jika dilengkapi dengan beberapa operasi tertentu dapat
membentuk semigrup restriksi sejati [2]. Lebih lanjut, dari suatu aksi parsial monoid
kuat dapat dikonstruksi aksi (global) monoid [7].

Selain M (T,Y), dari monoid T' dan semilattice Y dapat pula dibentuk himpunan
W(T,Y) dari W-pair (T,Y) yang merupakan W-product. Pada paper ini, W-product
menyatakan Wreath product dan lebih lanjut merupakan kasus khusus dari semidirect
product. Himpunan W(T,Y) dan semidirect product dari Y oleh 7" merupakan semi-
grup restriksi sejati [7]. Berdasarkan hasil penelitian [5], W-product W (T,Y") dapat
disisipkan ke dalam semidirect product dari suatu semilattice oleh T

Berdasarkan hal yang telah dipaparkan di atas, akan diselidiki struktur dan ke-
laskelas dari semigrup restriksi sejati. Selanjutnya, akan dikonstruksi aksi global dari su-
atu aksi parsial monoid kuat. Lebih lanjut, akan diselidiki tentang penyisipan W (T,Y)
ke dalam semidirect product dari Y oleh T

2. Struktur Semigrup Restriksi Sejati

Pada bagian ini dibahas konsep semigrup restriksi sejati beserta strukturnya yang
merujuk pada hasil penelitian [2]. Pada awal bagian ini diberikan definisi dan con-
toh semigrup restriksi sejati. Selanjutnya, diberikan pengertian dari M - pair kuat.

Lebih lanjut, ditunjukkan bahwa sebarang semigrup restriksi sejati isomorfis dengan
M(S/a, P(S)).

Definisi 2.1 (7). Diberikan semigrup restriksi S dan o menotasikan kongruensi terkecil
pada S. Semigrup restriksi S disebut semigrup restriksi sejati (proper) jika memenuhi
dua kondisi berikut:

(i) untuk sebarang a,b € S  : jika a* = b* dan achb maka a = b, dan
(ii) untuk sebarang a,b € S : jika a* = bTdan acb, maka a = b.
Contoh 2.2. Diberikan monoid S dengan elemen satuan 1, serta didefinisikan operasi
unary” *7 dan” +7 dengan
m*=1 dan mt=1

Dapat diketahui bahwa S merupakan semigrup restriksi dan E = {1}. Akan ditunjukkan
S juga merupakan semigrup restriksi sejati. Misalkan o kongruensi terkecil pada S.



ESTIMASI MODEL REGRESI SEMIPARAMETRIK SPLINE 3

Diambil sebarang a,b € S. Kemudian misalkan a* = b*, at =bT (a* =b* =1=a" =
bT), dan a 0. Karena ac, berarti terdapat 1 € E sedemikian sehingga la = 1b. Di sisi
lain, la = a dan 1b = b, sehingga didapat a = b. Oleh karena itu, S merupakan
semigrup restriksi sejati.

Misalkan T" monoid, Y semilattice, serta - dan o secara berturut-turut aksi parsial
kiri dan aksi parsial kanan dari T pada Y yang mengawetkan urutan dan domain dari
setiap ¢t € T merupakan ideal urutan (yaitu, untuk sebarang e, f € Y dengan e < f
berlaku jika t - f terdefinisi (f ot terdefinisi), maka t - e terdefinisi ( e ot terdefinisi) dan
t-e<t-f(eot < fot)). Lebih lanjut, untuk setiap ¢t € 7' dan e € Y jika berlaku:

(a) jika t - e terdefinisi, maka (¢ - e) ot terdefinisi dan (t-e) ot = e;
(b) jika e ot terdefinisi, maka t - (e o t) terdefinisi dan t - (e ot) = e;
(c) untuk semua t € T, terdapat e € Y sedemikian sehingga e o ¢ terdefinisi,

maka pasangan (T,Y) disebut M - pair kuat. Berikut diberikan sifat terkait M - pair
kuat.

Lemma 2.3 (2). Misalkan T monoid, Y semilattice, dan (T,Y)M - pair kuat. Untuk
sebarang a € T dan e, f € Y pernyataan-pernyataan berikut berlaku:

(1) jtka eoa dan f o a terdefinisi, maka (e A f) o a terdefinisi dan
(eca)A(foa)=(eNf)oa;
(2) jika a-e dan a-f terdefinisi, maka a-(eAf) terdefinisi dan (a-e)A(a-f) = a-(eAf).

Bukti. Diketahui (T,Y)M — pair kuat. Pada bagian ini hanya akan dibuktikan poin
(1), karena poin (2) dapat ditunjukkan secara analog.
Misalkan e o a dan f o a terdefinisi. Akan ditunjukkan (e A f) o a terdefinisi.
Diperhatikan bahwa e A f < e dan eA f < f. Oleh karena eoa dan foa terdefinisi
didapat (eA f)oa terdefinisi. Lebih lanjut, akan ditunjukkan (eca)A(foa) = (eA f)oa,
dengan menunjukkan bahwa (eca)A(foa) < (eA f)oadan (eA f)oa < (eca)A(foa).
Karena e f <e,e A f < f, dan o mengawetkan urutan berarti diperoleh

(eNfloa<eoa (2.1)
dan
(enf)oa< foa. (2.2)
Oleh karena itu, berdasarkan (2.1) dan (2.2) didapat
(enf)oa<(eca)A(foa) (2.3)

Selanjutnya karena eoa dan foa terdefinisi, berdasarkan kondisi (a) (pada definisi
M(T,Y)) didapat a - (e o a) terdefinisi dan a - (eca) = e serta a - (f o a) terdefinisi dan
a-(foa)= f. Diperhatikan (eca) A (foa) < (eoa). Oleh karena a - (€ o a) terdefinisi
diperoleh a- ((eca) A (foa)) terdefinisi. Selain itu, karena aksi parsial 7.” mengawetkan
urutan berarti diperoleh

a-((eca)N(foa))<a-(eca)=e. (2.4)
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Kemudian karena (e oa) A (f oa) < (f oa) dan - mengawetkan urutan berarti
diperoleh

a-((eca)A(feoa)) <a-(foa)=f. (2.5)
Oleh karena itu, berdasarkan (2.4) dan (2.5) didapat
a-((eca)AN(foa))<eAf. (2.6)

Lebih lanjut, berdasarkan kondisi (b) karena a- ((eca) A (foa)) terdefinisi berarti
[a-((eca)A(foa))]oa terdefinisi dan

[0 ((eoa) A (foa)]oa=(coa)A(foa).
Berdasarkan (2.6) dan (2.7) serta karena aksi parsial ” o” mengawetkan urutan,
didapat
(eca)A(foa)<(enf)oa.
Oleh karena itu, berdasarkan (2.3) dan (2.8) didapat (eca) A(foa)=(eA f)oa. O

Selanjutnya, untuk suatu M - pair kuat (7,Y") dapat didefinisikan himpunan

M(T,Y)={(y,t) €Y x T : y ot terdefinisi }
dilengkapi dengan operasi perkalian yang diberikan oleh

Lebih lanjut, pada M(T,Y") dapat didefinisikan dua operasi unary ”*” dan 74"
dengan
(y,t)" = (yot,1) dan (y,t)" = (y,1)
untuk sebarang (y,t) € M(T,Y). Himpunan M (T,Y") dilengkapi dengan operasi perkalian
serta dua operasi unary”*” dan ”+” di atas membentuk semigrup restriksi sejati.

Teorema 2.4 (7). Sebarang semigrup restriksi sejati S isomorfis dengan M (S/c, P(S)).

Bukti. Diberikan semigrup restriksi sejati S. Misalkan T'= S/o dan didefinisikan aksi
parsial kanan dari T pada P(S) oleh

e omo terdefinisi < 3s € 9, dengan e = sTdan mo = so,

serta e o mo = st o so = s*. Jelas bahwa aksi parsial tersebut well defined, sebab S
merupakan semigrup restriksi sejati.

Untuk sebarang e € P(S), didapat e = etdan ec = 17 sehingga e o 1 terdefinisi
dan e o 17 = e. Misalkan s™ o so dan (s™ o so) o to terdefinisi. Karena s* o to, berarti
u € S dengan s* = udan uo = to. Oleh karena itu, diperoleh

+

(s+osa)ot0:s*ot0:u ouo =u".

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa s* o (st)o terdefinisi dan u* = sT o (st)o.
Diperhatikan bahwa (su)* = (su®)" = (ss*)" = s*dan dengan cara yang sama didapat
(su)* = (s*u)* = (utu)" = u*.

Jelas bahwa suo st, sehingga s o (st)o terdefinisi dan
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*

sTo(st)o = (su)t o (su)o = (su)* = u*.

Oleh karena itu, o merupakan aksi parsial kanan.
Lebih lanjut, untuk setiap zo € T, domain prehomomorfisma yang berkorespon-
densi dengan aksi kanan dari zo merupakan ideal urutan mengingat aksi o mengawetkan

urutan. Kemudian dengan cara yang sejalan dapat didefinisikan suatu aksi parsial kiri
dari T pada P(S) oleh

mo - e terdefinisi < ds € S, dengan e = s* dan mo = so,

dengan mo - e = so - s* = sT. Didapat bahwa - merupakan aksi parsial kiri yang
mengawetkan urutan dan juga domain dari setiap ¢ € T" merupakan ideal urutan.
Selanjutnya, akan ditunjukkan kondisi (a), (b), dan (¢) dipenuhi. Misalkan eomo
terdefinisi. Artinya e = sT™dan mo = so, untuk suatu s € S dan eomo = st oso = s*.
Oleh karena itu, so - s* terdefinisi dan
toso)=s0-5" =5t =

mo - (eomo) =so - (s e.

Jadi kondisi (b) berlaku, dan dengan cara yang sama kondisi (a) dalam definisi M-pair
kuat juga berlaku. Lebih lanjut, jika mo € T, maka m™ o mo terdefinisi sehingga
kondisi (c) berlaku. Oleh karena itu, (S/c, P(S))M — pair kuat.
Misalkan 6 : S — M (S/o, P(S)) pengaitan yang didefinisikan oleh
0(s) := (s, s0) ,Vs € S.

Akan ditunjukkan bahwa 6 merupakan isomorfisma. Diambil sebarang s,t € S dengan
0(s) = 6(t). Berarti didapat

(s+, so) = (t+,to) < st =tTdan so = to.
Diperhatikan so = to, sehingga sot. Lebih lanjut, karena S semigrup restriksi se-
jati (proper) dan sT = ¢Tserta sot, berarti diperoleh s = ¢. Jadi 6 fungsi satu-satu.
Kemudian jelas bahwa 6 surjektif.

Selanjutnya akan ditunjukkan 6 merupakan homomorfisma. Diambil sebarang
s,t € S. Berlaku bahwa 6(s)0(t) = 6(st) Kemudian, didapat pula

6(s*)=(s*1)=(sToo,1) = (s+,sa)* = (6(s))”
dan
0(st)=(s",1) = (S+,SO')+ = (0(s))".
Jadi terbukti bahwa 6 merupakan isomorfisma. Dengan kata lain, .S isomorfis dengan
M(S/o, P(S)). O

3. Kelas-Kelas dari Semigrup Restriksi Sejati

Pada bagian ini akan dibahas mengenai semigrup restriksi sejati ekstra dan semi-
grup restriksi sejati ultra yang terkait dengan aksi parsial.

Misalkan S semigrup restriksi sejati dan o relasi kongruensi terkecil pada S. Ke-
mudian misalkan ”-” dan ”o” berturut-turut aksi parsial kiri dan aksi parsial kanan dari
S/o pada E = P(S). Pada semigrup restriksi sejati terdapat kondisi tertentu, antara
lain yaitu kondisi ekstra kanan ((EP)") dan kondisi ekstra kiri ((EP)") sebagai berikut.
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(EP)" Untuk semua s,t,u € S : jika sotu, maka terdapat v € S sedemikian
sehingga tTs = tv dan uowv.
(EP)"  Untuk semua s,t,u € S : jika scut, maka terdapat v € S sedemikian
sehingga st* = vt dan uowv.
Semigrup restriksi sejati .S dikatakan ekstra jika memenuhi kondisi ekstra kanan
sekaligus ekstra kiri. Sifat kuat aksi parsial parsial pada S ekuivalen dengan kondisi
ekstra pada S sebagai berikut.

Teorema 3.1 (7). Misalkan S semigrup restriksi sejati.

(1) S memenuhi kondisi (EP)" jika dan hanya jika 7o” aksi parsial kuat.
(2) S memenuhi kondisi (EP) jika dan hanya jika”-” aksi parsial kuat.

Bukti. Diketahui S semigrup restriksi sejati. Pada bagian ini hanya akan dibuktikan
poin (1), karena poin (2) dapat ditunjukkan secara analog,.

(=) Diketahui S memenuhi kondisi (EP)". Akan ditunjukkan ”o” aksi parsial
kuat. Misalkan p,q € S/o dan = € E sedemikian sehingga x o (pg) dan x o p terdefinisi.
Lebih lanjut, misalkan y = z op dan s € pq,t € p sedemikian sehingga z = s™ = tTdan
y = t*. Diambil sebarang elemen u € g. Berdasarkan (EP)" terdapat v € ¢ sedemikian
sehingga tTs = tv. Karena tT = s*, berarti diperoleh s = tv. Kemudian misalkan
e = v™, hal ini mengakibatkan ¢+ = sT = (tv)* = (tvT)" = (te)*. Oleh karena itu,
didapat t = tTt = (te)™t = te™ = te dan v™ = ¢ > t* = y. Jadi y o ¢ terdefinisi,
sehingga ”o” aksi parsial kuat.

(<) Diketahui ”70” aksi parsial kuat. Akan ditunjukkan kondisi (EP)" berlaku.

Diambil sebarang s,t,u € S sedemikian sehingga sotu. Berarti sttt o o(tu)
terdefinisi. Diperhatikan bahwa sT¢* o o(t) juga terdefinisi. Kemudian karena ” o ”
aksi parsial kuat, akibatnya (sTtt oo(t)) o o(u) terdefinisi. Jadi terdapat v’ € o(u)
yang memenuhi (v')" > sTtT o o(t) = (stt)". Oleh karena itu, didapat

(ertv’)Jr = (s+t (v’)+)+ = (s*t)Jr =sTtt = (t+s)+.

Lebih lanjut, karena s*tv'otuctts berarti diperoleh tts = sttv’ = t(stt)"v'.
Misalkan v = (s7¢)" ¢/, didapat v € o(u) dan t*s = tv, sehingga kondisi (EP)" berlaku.
U

Berikut diberikan syarat perlu dan cukup suatu semigrup restriksi merupakan
semigrup restriksi sejati ultra.

Teorema 3.2 (7). Suatu semigrup restriksi S disebut sejati ultra jika dan hanya jika
aksi parsial kanan o dari S/o pada E = P(S) merupakan aksi terdefinisi secara parsial
(partially defined action).

Bukti. (=) Diketahui S semigrup restriksi sejati ultra. Misalkan - aksi parsial kiri
dan o aksi parsial kanan dibawah semigrup restriksi S. Oleh karena itu, - merupakan
aksi terdefinisi secara parsial. Akan ditunjukkan o terdefinisi secara parsial. Diambil
x € P(S) dan s,t € S/o sedemikian sehingga x o st terdefinisi. Misalkan y = x o st,
sehingga didapat x = st - y. Karena - aksi terdefinisi secara parsial, berarti ¢ - y dan
s+ (t-y) terdefinisi. Lebih lanjut, misalkan z = ¢t -y dan u = s - z, sehingga diperoleh
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y=zotdan z =wuos, serta y = (uos)ot. Jadi o merupakan aksi terdefinisi secara
parsial.

(<) Diketahui o aksi parsial kanan dari S/o pada E = P(S) yang terdefinisi secara
parsial. Akan ditunjukkan S semigrup restriksi sejati ultra, yaitu dengan menunjukkan
bahwa aksi - terdefinisi secara parsial. Diambil x € P(S) dan s,t € S/o sedemikian
sehingga (st) -« terdefinisi. Misalkan y = (st) -z, sehingga didapat x = yo (st). Karena
- aksi terdefinisi secara parsial, berarti y o s dan (y o s) o ¢ terdefinisi. Lebih lanjut,
misalkan z = y o s dan u = z o ¢, sehingga diperoleh y = ¢- 2z dan z = t - u, serta
y = s-(t-u). Jadi - merupakan aksi terdefinisi secara parsial. Oleh karena itu, S
semigrup restriksi sejati ultra. O

4. Konsep Aksi Global dari suatu Aksi Parsial Monoid Kuat

Pada bagian ini akan dibahas mengenai pengonstruksian aksi global dari suatu
aksi parsial monoid kuat.

Misalkan Y semilattice dan T monoid yang beraksi pada Y secara parsial kiri
melalui operasi 7 .”, serta misalkan didefinisikan ¢ : T — PT(Y), p(t) = ¢+, dengan
oi(y) =t -y, € PT(Y),y € Y. Berdasarkan pendefinisian tersebut, didapat bahwa
dom (¢;) CY danran () = {t-y | y € Y} C Y. Berikut aksioma-aksioma yang terkait
dengan pemetaan ¢, untuk suatut e T.

(A) dom (¢) dan ran (¢;) ideal urutan di Y.
(B) ¢ : dom () — ran (¢;) isomorfisma urutan.

(C) dom (1) # 0.

Selanjutnya, misalkan ”-” suatu aksi parsial kiri kuat dari 7' pada Y yang memenuhi
aksioma (A), (B), dan (C). Lebih lanjut, misalkan ”o” merupakan aksi parsial kanan
kebalikan dari ”.”, yaitu jika ¢-x terdefinisi, maka berlaku z ot terdefinisi dan t-xot = x
untuk sebarang t € T,z € Y.

Pada himpunan Y x T dapat didefinisikan suatu relasi biner —, dengan untuk
sebarang (z, s), (y,t) € Y x T berlaku

» .

(x,8) = (y,t) < Jp € T sedemikian sehingga s =tp dan p-z = y.
Oleh karena itu, didapat
(l‘7tp) - (p : J},t)
dengan p - x terdefinisi.
Misalkan ~ relasi ekuivalensi pada Y x T yang memuat relasi —. Oleh karena itu,
terbentuk himpunan kelas-kelas ekuivalensi yang dinotasikan dengan (Y xT')/ ~. Lebih
lanjut, pada himpunan (Y x T')/ ~ dapat didefinisikan suatu relasi biner = dengan

A2 B <= 3(zx,s) € Adan (y,s) € B sedemikian sehingga
x>y, VA, Be (Y xT)/~.
Berdasarkan hal tersebut didapat beberapa sifat yang dinyatakan dalam lemma berikut.
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Lemma 4.1 (7). Pernyataan-pernyataan berikut berlaku.

(i)
(i)

Jika A Z B dan (z,t) € A, maka terdapat (u,t) € B dengan z > u.
Relasi 2 merupakan preorder pada (Y x T)/ ~.

Bukti. Akan ditunjukkan bahwa (i) dan (ii) berlaku.

(i)

Diketahui A 2 B dan (z,t) € A. Artinya terdapat (z,s) € A dan (y,s) € B
sedemikian sehingga x > y. Akan ditunjukkan z > y. Karena (z,s) € A dan

(2,t) € A, maka (z, s) ~ (z,t). Akibatnya, terdapat barisan (zo, s9) , (1, $1) ...

(zn,$n) € Y X T sedemikian sehingga (z,s) = (xo, S0), (2,t) = (zn, $pn), dan
berlaku (x;,s;) — (211, 8i41) atau (41, 8:41) — (x4, $;), untuk setiap i =
0,1,...,n — 1. Akan ditunjukkan z = z,, > y dengan menggunakan induksi.
Misalkan (zg, so) = (z,s) — (21, $1), artinya terdapat ¢ € T sehingga s = s1¢
dan z1 = ¢-z. Karena z > y dan ¢ -z terdefinisi, berarti didapat q -y terdefinisi
dan juga (y,s) — (¢ -y, s1). Kemudian misalkan y; = ¢ - y, sehingga diperoleh
1 =q-x>q-y=uy;. Disisilain, misalkan (x1,s1) — (x, s), artinya terdapat
p € T sehingga s; = sp dan 7 = z o p. Karena = > y dan z o p terdefinisi,
berarti didapat yop terdefinisi dan juga (yop, sp) — (y, s). Kemudian misalkan
y1 = yop, sehingga diperoleh 1 = xop > yop = y;. Dengan cara yang serupa,
didapat x; > y; dan y; = w;y;—1,u; € T untuk setiap ¢ = 1,2,...,n. Oleh
karena itu, didapat x, > yn = Un—1Yn—1 = Up—1Un—2Yn—2 = ... = Up_1 ...
uy. Jadi, z ==z, > y.
Akan ditunjukkan bahwa relasi ” 2 ” merupakan preorder pada (Y x T)/ ~.
Cukup jelas bahwa relasi = pada (Y x T)/ ~ bersifat refleksif. Lebih lanjut,
diambil sebarang A, B,C € (Y x T)/ ~, dengan A = B dan B = C. Akan
ditunjukkan B = C. Karena A = B, maka terdapat (a,s) € A dan (b,s) € B
sedemikian sehingga a > b. Kemudian, karena B = C dan (b,s) € B maka
berdasarkan (i) terdapat (u, s) € C dengan b > u. Oleh karena a > b dan b > u
( > bersifat transitif di Y ), maka didapat ¢ > u. Jadi terdapat (a,s) € A
dan (u,s) € C dengan a > u. Dengan kata lain, A =2 C. Jadi relasi = pada
(Y x T)/ ~ bersifat transitif. Oleh karena itu, = merupakan preorder pada
(Y xT)/ ~.

Lemma 4.2 (7). Misalkan” ~ 7 relasi ekuivalensi minimum pada Y x T yang memuat

relasi”

atau s -

Bukti.

— 7. Jika (x,s) ~ (y,t), maka berlaku s-x dan t-y terdefinisi serta s-x =1-y

x dan t -y tidak terdefinisi.

Diketahui (z,s) ~ (y,t) serta relasi ~ memuat relasi —. Misalkan (z,s) —

(y,t). Artinya, terdapat p € T sedemikian sehingga s = tp dan p -z = y. Kemudian
misalkan s -z terdefinisi, berarti ¢p - © terdefinisi. Karena p-x dan ¢p -z terdefinisi serta

” N

Jadi, ¢

aksi parsial kiri kuat, akibatnya didapat ¢ - (p - «) terdefinisi dan ¢ - (p-z) = tp - .
-y terdefinisi dan juga ¢ -y = s - z. Sebaliknya, misalkan s - z tidak terdefinisi,

dengan kata lain tp-x tidak terdefinisi. Karena p-x terdefinisi dan tp-x tidak terdefinisi,
akibatnya ¢ - (p - ) tidak terdefinisi. Dengan kata lain, ¢ - y tidak terdefinisi. ([l
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Lemma 4.3 (7). Misalkan A,B € (T xY)/ ~ sedemikian sehingga A # B, A < B,
dan B £ A. Jika (z,s) € A, maka s - x tidak terdefinisi. Akibatnya, tidak ada elemen
di A yang berbentuk (z,1).

Bukti. Diketahui A # B, berarti AN B = (. Misalkan (x, s) sebarang elemen di A.
Dengan menggunakan Lemma 4.1, karena B < A dan (z,s) € A, berarti terdapat
(z,8) € B sedemikian sehingga x > z. Lebih lanjut, karena A < B dan (z,s) € B,
berarti terdapat (y,s) € A sedemikian sehingga z > y. Kemudian diasumsikan s -z
terdefinisi. Dengan menggunakan Lemma 4.2, karena (x, s) ~ (y, s) dan s-x terdefinisi,
berarti s - y terdefinisi dan berlaku s -z = s-y. Akibatnya, didapat z = (s-x)os =
(s-y)os=y. Terjadi kontradiksi karena = # y(z > z > y akibatnya = # y). (]

Misalkan ” = ” relasi ekuivalensi pada Y x T yang didefinisikan oleh (x, s) = (y, t)
jika dan hanya jika [z,s]~ £ [y,t]~ dan [y,t]~ < [z,s]., dengan [z, s]. menotasikan
kelas- ~ dari (z, s), untuk semua (z, s), (y,t) € Y xT. Oleh karena itu, dapat terbentuk
himpunan kelas-kelas ekuivalensi ~ dari Y xT. Misalkan himpunan tersebut dinotasikan
dengan X = (Y xT)/ =. Notasi [z, s] menyatakan kelas- ~ dari (z, s). Kemudian pada
X didefinisikan relasi urutan parsial <, yaitu [z, s] < [y, t] jika [z, s]~ = [y, t]~, untuk
setiap [z, s],[y,t] € X. Himpunan X yang dilengkapi dengan relasi 7 < 7 merupakan
himpunan terurut parsial. Lebih lanjut, misalkan Y = {[y,1] : ¥ € Y}. Diberikan
sifat-sifat sebagai berikut.

Lemma 4.4 (7). Diberikan himpunan X = (Y x T)/ =~ dan Y = {[y,1] : y € Y}.
Pernyataan-pernyataan berikut berlaku:

(1) Pemetaan 6 : Y — Y, dengan 0(y) = [y, 1], untuk setiap y € Y merupakan
isomorfisma urutan antara Y dan'Y.
(2) Y merupakan ideal urutan dari X.

(3) Y merupakan semillatice dibawah relasi urutan yang telah diinduksikan pada Y
dan Y isomorfis dengan'Y ditinjau sebagai semillatice bawah melalui 6.

Bukti. Diketahui X = (Y x T)/ ~dan Y = {[y,1] :y € Y'}.

(1) Diketahui 0 : y — [y,1],Vy € Y. Jelas bahwa 0 pemetaan yang surjektif dan
injektif. Akan ditunjukkan 6 menyisipkan urutan. Diambil sebarang x,y € Y.
Misalkan =z < y. Oleh karena itu, dengan menggunakan definisi dari preorder
pada (Y x T')/ ~ didapat [z,1]~ £ [y, 1]~, sehingga [z,1] < [y, 1]. Sebaliknya,
misalkan [z,1] < [y,1]. Berarti [z,1]. < [y,1]~ dan berdasarkan Lemma 4.1
didapat [z, 1]~ = [z, 1]~, untuk suatu z < y. Oleh karena itu, diperoleh (x,1) ~
(2,1). Lebih lanjut, dengan menggunakan Lemma 4.2 didapat t = 1-2 = 1-2 =
z. Dengan kata lain, z < y. Jadi # menyisipkan urutan, sehingga 6 merupakan
isomorfisma urutan.

(2) Akan ditunjukkan Y merupakan ideal urutan dari X. Diambil sebarang [z, s]
X dan [y,1] € Y dengan [z,s] < [y, 1]. Karena [z,s] < [y, 1], berarti [z, s]~
[y,1]~. Oleh karena itu, dengan menggunakan Lemma 4.1 didapat (z,s)
(2,1), untuk suatu z < y. Akibatnya, (x,s) = (z, 1) sehingga diperoleh [z, s]
Y.

(3) Jelas berdasarkan pernyataan (1) dan (2).

m ¢ IIAM
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O

Lemma 4.5 (7). Diketahui ~ dan =~ relasi ekuivalensi pada Y x T, preorder pada
(Y xT)/ ~, serta < relasi urutan parsial pada (Y x T)/ ~. Jika [z,s] = [y,p], maka
berlaku [x,ts] = [y, tp] untuk sebarang t € T.

Bukti. Diketahui [z,s] = [y,p], berarti (z,s) ~ (y,p). Oleh karena itu, didapat
[z, 8]~ £ [y,p]~ dan [y,p]~ £ [z,s]~. Diambil sebarang ¢t € T. Akan ditunjukkan
[z,ts] = [y, tp]" K&ren2 [z, 5] < [y, p|~, dengan menggunakan Lemma 4.1 didapat [z, 5] =
[z, p]~, untuk suatu z < y. Kemudian karena [z, s|. = [z,p]~, berarti (z,s) ~ (z,p).
Diasumsikan (z,s) — (z,p). Artinya terdapat ¢ € T sedemikian sehingga s = pq dan
q -z = z. Oleh karena itu, (z,s) — (z,p) dapat dituliskan dengan (z,pq) — (q - z,p).
Oleh karena (x,pq) — (q - z,p), didapat (x,tpq) — (¢ - x,tp) yang berarti bahwa
(z,ts) — (z,tp). Dengan menggunakan induksi diperoleh (z,ts) ~ (z,tp), sehingga
[x,ts]~ = [z,tp|~. Oleh karena itu, didapat [z,ts]. = [y,tp]~. Sebaliknya, dengan cara
yang sejalan diperoleh bahwa [y, tp]~ < [z,ts]~. Jadi, didapat [z,ts]~ = [y, tp]~. O

Pada himpunan X dapat diberikan suatu aksi kiri dari T' pada X, katakan aksi
7*7 . Untuk sebarang ¢ € T dan [y,s] € X, didefinisikan ¢ * [y, s] := [y,ts]. Aksi *
well defined, sebab untuk sebarang ¢t,u € T dan [y, s],[z,v] € X dengan t = u dan
[y, s] = [z, v], berlaku
txly,s] = ly,ts]
= [z, tv]
= [z, uv]
=ux[z,v].
Lebih lanjut, aksi kiri * merupakan aksi yang mengawetkan urutan.

Lemma 4.6 (7). Diberikan semilattice Y = {[y,1] : y € Y} dan < relasi urutan parsial
pada X. Pernyataan-pernyataan berikut berlaku.

<29 k9

(1) Aksi parsial kiri yang disnduksi
kiri”.” dari T pada'Y .
(2) Jika [z, s] S t=*[y,1], maka [z, s] =t * [z, 1] untuk suatu z < y.
Bukti.

dari T pada Y isomorfis dengan aksi parsial

(1) Diambil sebarang t € T dan y € Y. Berdasakan Lemma 4.2 dan Lemma 4.3,
didapat [y,t] = [z,1] untuk suatu z € Y jika dan hanya jika t - y terdefinisi.
Misalkan ¢ - y terdefinisi. Oleh karena itu, didapat ¢ * [y, 1] = [y,t] = [t - y, 1].
Sebaliknya, jika ¢ - y tidak terdefinisi, maka ¢ [y, 1] ¢ Y sehingga aksi parsial
yang diinduksi tidak terdefinisi pada [y, 1].

(2) Diketahui [z,s] < t* [y, 1], berarti [x,s] < [y,t]. Oleh karena itu, didapat
[,8]~ = [y,t]~. Berdasarkan Lemma 4.1, diperoleh [z,s]. = [z,t]. untuk
suatu z < y. Akibatnya didapat [z, s] = [z,¢]. Dengan kata lain, [z, s] = t*[z, 1]
untuk suatu z < y.

O
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Berikut diberikan sifat terkait dengan pengonstruksian aksi global dan semigrup
restriksi sejati.

Teorema 4.7 (7). Misalkan S semigrup restriksi sejati ekstra kiri, X himpunan teru-
rut parsial, dan 7 *” aksi kiri dari S/ o pada X yang diperoleh dari penerapan pengon-
struksian aksi global dari aksi parsial kiri kuat”.” di S. Oleh karena itu, untuk setiap
x,y € P(S) dan s € S/o, batas bawah terbesar x A s x y termuat di X dan perkalian
dalam semigrup M (S/o, P(S)) dapat dinyatakan oleh

(x,9)(y,t) = (x A s*y,st).

”

Bukti. Diketahui S semigrup restriksi sejati ekstra kiri dan ”” aksi kiri dari S/o pada

X yang merupakan hasil globalisasi dari aksi parsial kirt kuat ”.” di S. Diambil se-
barang x,y € P(S) dan s € S/o. Berdasarkan Lemma 4.6 (2), didapat range aksi ™7
merupakan ideal urutan di X. Dengan demikian, didapat = A s x y ada di X dan

(z,8)(y, 1) = (s ((xos) Ay),st) = (¥ Asxy,st).

5. W-PRODUCTS DISISIPKAN KE DALAM SEMIDIRECT
PRODUCTS

Selanjutnya, akan dibahas mengenai hubungan antara semidirect product dan
W-product dari suatu semilattice oleh monoid. Pada penelitian ini, akan ditunjukkan
bahwa W-product yang dipandang sebagai semigrup restriksi dapat disisipkan (embed)
ke dalam suatu semidirect product. Misalkan 7" monoid yang beraksi kiri pada semilat-
tice Y, serta Y x T menotasikan semidirect product dari Y oleh T'. Jika Y mempunyai
elemen identitas dan T beraksi dari kiri dan kanan pada Y yang memenuhi kondisi com-
patibility, maka suatu subsemigrup Y x,, T dari Y x T merupakan semigrup restriksi
sejati. Hal ini ditunjukkan pada Lemma berikut.

Misalkan 7" monoid dan Y semilattice dengan elemen identitas € serta ” <7 relasi
urutan parsial pada Y. Monoid T dikatakan beraksi ganda (acting doubly) pada Y,
jika T' beraksi oleh homomorfisma pada Y dari kiri (melalui ”.”) dan kanan (melalui

” "

0”), serta kedua kondisi compability berikut berlaku, yaitu
(t-e)ot=cotAhe dan ¢-(eot)=eAt-€
untuk semuateT,ecY.

Lemma 5.1 (5). Misalkan T monoid yang beraksi ganda pada semilattice Y dengan
elemen identitas €. Himpunan

Y, T={(e,t):e<t-e} CY T
merupakan monoid restriksi sejati dengan elemen identitas (g,1) sedemikian sehingga
(e,t)" =(e,1) dan (e,t)" = (eot,1),

untuk semuat € T, e €Y.
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Bukti. Diketahui T beraksi ganda pada Y dengan elemen identitas €. Artinya, T
beraksi kiri ”-” sekaligus beraksi kanan ”o” pada Y dan kondisi compatibility berlaku.
Akan ditunjukkan Y *,, T monoid restriksi sejati. Diambil sebarang (e, t), (f,s), (g,u) €
Y %, T. Diperhatikan (e,t)(f,s) = (e At - f,ts). Karena (f,s) € Y x,, T, berarti
f < s-e. Selain itu, karena ” 7 aksi kiri yang mengawetkan urutan, didapat ¢t - f <
t-(s-e) = (ts)-e. Akibatnya, diperoleh e At - f < (ts)-e. Jadi, Y #,,, T tertutup
terhadap operasi perkalian (di Y x T') tersebut. Kemudian dapat ditunjukkan bahwa
((e,; ) (f,8)(g,u) = (e, t)((f, s)(g,u)), sehingga Y *,, T merupakan semigrup.

Lebih lanjut, untuk sebarang (e,t) € Y %, T berlaku (e, t)(e,1) = (e,t) =
(e,1)(e,t). Dengan demikian, terbukti bahwa Y %, T" merupakan monoid dengan el-
emen identitas (g,1). Selanjutnya, dapat ditunjukkan pula bahwa Y *,, T memenuhi
aksioma-aksioma dari definisi semigrup restriksi. Kemudian dengan relasi kongruensi
terkecil o (yang mengidentifikasi semua elemen di P(Y x T) ) pada Y x T, didapat
bahwa Y *,, T merupakan monoid restriksi sejati. 0

Selanjutnya, jika T" beraksi ganda pada Y seperti di atas, maka dengan tambahan
sifat yaitu ¢ - € = € untuk semua t € T, berlaku

YanT={(e,t):e<t-e} =Y xT.

Misalkan diambil sebarang (e,t) € Y x T. Karena e < e dan t - ¢ = ¢, didapat e < t - e.
Dengan demikian, (e, t) € Yx,,T, sehingga terbukti bahwa Y *,, T = Y xT'. Oleh karena
itu, Y xT merupakan monoid restriksi sejati dengan (e, t)* = (e, 1) dan (e, t)* = (eot, 1).

Teorema 5.2 (5). Misalkan W (T,Y) adalah W -product dan ) menotasikan semilattice
ideal-ideal urutan dari' Y dibawah operasi irisan himpunan. Dengan demikian, berlaku
T beraksi ganda pada Y sedemikian sehinggat-Y =Y untuk semuat € T, dan W (T,Y)
dapat disisipkan (embed) ke dalam Y x T.

Bukti. Diketahui W (T,Y)W-product dan Y = {I : I ideal urutan dari Y'}. Himpunan
Y terhadap operasi irisan himpunan membentuk semilattice. Akan ditunjukkan bahwa
(i) T beraksi ganda pada ) sedemikian sehingga t - Y = Y untuk semua t € T, serta
(i) dan W(T,Y) dapat disisipkan ke dalam ) x T

(i) Akan ditunjukkan 7" beraksi ganda pada ). Diperhatikan bahwa Y merupakan
elemen identitas di YV, sebab untuk setiap I € ) berlaku INY =T =Y N 1.
Selanjutnya, didefinisikan pemetaan e : Tx) — ), dengan tel := {a : aot € I},
untuk setiap t € T,I € ). Cukup jelas bahwa ¢ e I merupakan ideal urutan dari
Y, sehingga pemetaan e well defined. Lebih lanjut, dapat ditunjukkan bahwa
”e” merupakan aksi kiri oleh homomorfisma. Kemudian, untuk sebarang t € T

berlakuteY ={a:a0teY} =Y.

Selanjutnya, didefinisikan pemetaan x : Y x T'— ), dengan I xt := {a ot :

a € I}, untuk setiap t € T,I € ). Cukup jelas bahwa I x t merupakan ideal

urutan dari ), sehingga pemetaan % well defined. Kemudian dapat ditunjukkan

pula bahwa ” ” merupakan aksi kanan oleh homomorfisma. Lebih lanjut, dapat
ditunjukkan bahwa kondisi compatibility dipenuhi. Dengan demikian, T" beraksi

ganda pada ). Kemudian, karena T beraksi ganda pada ) dan teY =Y, Vt € T,

berdasarkan Lemma 5.1, didapat ) x T merupakan semigrup restriksi sejati.
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(ii) Akan ditunjukkan W (T,Y’) dapat disisipkan (embed) ke dalam Y x T'. Didefin-
isikan pengaitan ¢ : W(T,Y) — YaT dengan ¢((t,aot)) := ({(a),t), untuk
setiap (t,aot) € W(T,Y). Cukup jelas bahwa ¢ well defined, mengingat ”
o” aksi oleh homomorfisma. Selanjutnya, akan ditunjukkan ¢ injektif. Diam-
bil sebarang (t,a o t),(s,bos) € W(T,Y) dengan ¢((t,a ot)) = ¢((s,bo s)).
Diperhatikan ¢((t,a o t)) = ¢((s,bo s)), berarti ({a),t) = ((b),s). Akibatnya,
a = b dan t = s. Lebih lanjut, akan ditunjukkan ¢ merupakan homomorfisma.
Diambil sebarang (¢t,a o t),(s,bos) € W(T,Y). Diperhatikan untuk a ot A b,
jelas bahwa a ot Ab < a ot. Akibatnya, karena (7,Y) merupakan W - pair,
didapat aot Ab = cot untuk suatu c € Y, dengan ¢ tunggal. Kemudian, untuk
sebarang x € Y diperoleh sebagai berikut:

ze(cyesr<c

Szrot<cot

Sgxot<aotAb

Sgot<agotdanzot<b

s r<adanzote (b)

<z € (a) dan x € t o (b)

Sz € {a)yNte(b).
Akibatnya, didapat ¢((t,aot)(s,bos)) = ¢((t,aot))p((s,bos)). Selanjutnya,
untuk sebarang a € Y dan ¢t € T diperoleh

be(aot) e b<aot< b=cot( untuk suatu c € Y dengan ¢ < a)
< be(a)*t.
Oleh karena itu, untuk sebarang (t,a ot) € W(T,Y) berlaku (¢((¢,a o t)))t =
¢ ((tyaot)T)dan (¢p((t,aot)))* = ¢ ((t,aot)*). Jadi, terbukti bahwa ¢ meru-
pakan monomorfisma. Dengan kata lain, W(T,Y) dapat disisipkan ke dalam
YxT.
O

Berikut diberikan hubungan antara W - product dan semidirect product dari
semilattice oleh monoid.

Teorema 5.3 (5). Misalkan T monoid yang beraksi ganda pada semilattice Y dengan
elemen identitas €, sedemikian sehingga t - & = & untuk semua t € T. Himpunan (T,Y)
merupakan W-pair dan semidirect product Y x T isomorfis dengan W (T,Y).

Bukti. Diketahui T beraksi ganda pada Y dengan elemen identitas e, sedemikian se-
hingga t - € = € untuk semua ¢ € T'. Oleh karena itu, berdasarkan kondisi compatibility
didapat

(t-e)ot=eNecot dan t-(eot)=eAt-c=ce,
untuk semua t € Tie €Y.
Selanjutnya, jika diambil sebarang a,b € Y dan t € T, maka berlaku jika aot = bot
didapat a = t-(aot) =t-(bot) = b. Lebih lanjut, untuk sebarang ¢ € Y berlaku
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c=(t-t)ot =cAeot, sehingga ¢ < eot. Oleh karena itu, jika ¢ < a ot, maka didapat
(t-t)ot =cAeot=c. Dengan demikian, (7,Y) merupakan W-pair.

Lebih lanjut, akan ditunjukkan Y x T isomorfis dengan W (T,Y"). Didefinisikan
pemetaan 6 : Y x T — W(T,Y) dengan

O(a,t) := (t,aot)

untuk setiap (a,t) € Y x T. Akan ditunjukkan 6 merupakan isomorfisma semigrup
(restriksi). Diambil sebarang (a,t), (b,s) € Y x T dengan 6((a,t)) = 6((b, s)). Berarti
(t,aot) = (s,bos), sehingga berdasarkan sifat dari W-pair (jika a ot = b o t, maka
a = b) didapat (a,t) = (b, s). Dengan kata lain,  injektif. Kemudian untuk sebarang
(t,aot) € W(T,Y), terdapat (a,t) € Y x T sedemikian sehingga 0((a,t)) = (¢t,a o t).
Jadi, terbukti bahwa 6 merupakan pemetaan bijektif.

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa 6 homomorfisma semigrup (restriksi). Di-
ambil sebarang (a,t), (b,s) € Y x T. Berlaku bahwa 0((a,t)(b,s)) = 0((a,t)),8((b,s)),
0((a,t)*) = (0((a,t)))", dan 8((a,t)*) = (6((a,t)))*. Jadi, terbukti bahwa 6 merupakan
isomorfisma semigrup (restriksi). O

6. PENUTUP

Pada semigrup restriksi sejati dapat aksi parsial sedemikian sehingga didapat
struktur dari semigrup restriksi sejati tersebut. Pada penulisan ini, dipaparkan pula
lebih lanjut tentang kelas-kelas dari semigrup restriksi serta suatu W — product yang
merupakan semigrup restriksi sejati yang dapat disisipkan ke dalam semidirect product.
Selain itu, dari suatu aksi parsial monoid kuat dapat dikonstruksi aksi (global) monoid.

Untuk penelitian ke depannya, diharapkan dapat diberikan hubungan antar ke-
las dari semigrup restriksi sejati dan juga diberikan syarat perlu dan cukup semigrup
restriksi sejati dapat disisipkan ke dalam semidirect product.

Ucapan terima kasih*. Terima kasih sebesar-besarnya kepada Kudryavtseva, G. atas
penelitiannya yang menjadi sumber inspirasi utama dalam penulisan ini.
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