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PEMBUAT IDEAL MENDASAR

(BASIC IDEALIZERS)

KHOLIDA KHOIRUNNISA*, INDAH EMILIA WIJAYANTI, SUTOPO

Abstract. Let S be a ring and A be a right ideal. We can construct the largest subring
of S in which A be two sided ideal. This structure is called idealizer and denoted by
R =1g5(A). In this paper we discuss idealizer of generative isomaximal right ideals that
is called basic idealizer. Module over S can be viewed as modules over subring R. For
arbitrary subrings R, some properties of modules such as projective dan simple are not
preserved between when changing the ring. Furthermore, we show that under condition
that R is basic idealizer, these properties are preserved.

Keywords: idealizers, generative right ideals, isomaximal right ideals, projective modules,

simple modules.

Abstrak. Diberikan ring S dan ideal kanan A. Dapat dibangun subring terbesar di
S sedemikian sehingga A merupakan ideal dua sisi di subring tersebut. Struktur ini
disebut pembuat ideal dan dinotasikan dengan R = Ig(A). Di dalam paper ini akan
dibahas pembuat ideal dari ideal kanan isomaksimal generatif yang selanjutnya disebut
pembuat ideal mendasar. Modul atas ring S dapat dipandang sebagai modul atas subring
R. Modul atas ring S dapat dipandang sebagai modul atas subring R. Untuk sebarang
subring R, beberapa sifat modulnya seperti sifat proyektif dan sifat sederhana tidak
diawetkan ketika mengganti ring tumpuannya. Lebih lanjut, ditunjukkan bahwa jika R
pembuat ideal mendasar, sifat-sifat ini diawetkan.

Kata-kata kunci: pembuat ideal, ideal kanan generatif, ideal kanan isomaksimal, modul

proyektif, modul sederhana.

1. PENDAHULUAN

Pada ring nonkomutatif, ideal kanan belum tentu merupakan ideal kiri, demikian
pula sebaliknya. Misalkan A suatu ideal kanan dari ring S. Dalam [1] didefinisikan
himpunan {s € S | sA C A} sebagai subring terbesar di S yang memuat A sebagai
ideal. Selanjutnya subring tersebut dinotasikan dengan Ig(A) dan disebut pembuat
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ideal (idealizer) A. Subring T dari S sedemikian sehingga A C T C Ig(A) disebut
subpembuat ideal A.

Jika A dari ring S dan SA = S, maka A disebut ideal kanan generatif. Lebih
lanjut, dalam [1] didefinisikan konsep ideal kanan semimaksimal dan ideal kanan iso-
maksimal. Suatu ideal kanan dikatakan semimaksimal jika (S/A)s merupakan jumlah
langsung dari modul-modul sederhana. Suatu ideal kanan dikatakan isomaksimal jika
(S8/A)s merupakan jumlah langsung dari modul-modul sederhana yang saling isomorfis.

Modul atas ring S dapat dianggap sebagai modul atas subring R. Tidak semua
sifat antara kedua modul tersebut sama seperti sifat sederhana. Akan diselidiki kegu-
naan pembuat ideal mendasar dalam mengawetkan sifat antara kedua modul tersebut.
Pada keseluruhan penelitian ini, ring yang dimaksud merupakan ring dengan elemen
satuan dan subring yang dimaksud merupakan subring dengan elemen satuan yang
sama.

2. PEMBUAT IDEAL

Telah dipahami bahwa dalam suatu ring non komutatif S, bisa saja terdapat
ideal satu sisi A, yaitu ideal kanan saja (atau ideal kiri saja). Berikut diberikan definisi
pembuat ideal [1].

Definisi 2.1. Diberikan A ideal kanan dari ring S. Subring Is(A) ={x € S |zA C A}
disebut pembuat ideal dari A di S.

Secara sama, untuk setiap ideal kiri B dari ring S dapat didefinisikan pembuat
ideal kiri sebagai Ig(B) = {z € S| Bx C B}.

Proposisi 2.2. Diberikan ideal kanan A di dalam ring S. Pembuat ideal Ig(A) meru-
pakan subring terbesar di S yang memuat A sedemikian sehingga A merupakan ideal
(dua sisi).

Contoh 2.3. Untuk sebarang ideal (dua sisi) I dari ring S, Is(I) = S.

Contoh 2.4. Diberikan ring S = Ma(Z), ideal kanan A = <a b)

00
ideal kiri B = {(O “3>
0 y

Diberikan A ideal kanan dari ring R dan B ideal (dua sisi) dari R dengan B C A.
Dapat dibentuk ring faktor A/ B dan S/ 'B- Ring faktor A/ ' merupakan ideal kanan
dari S/B. Oleh karena itu, dapat dibentuk pembuat ideal Ig,5(A/B). Sementara
itu, karena B C A C Ig(A), dapat dibentuk (Is (A)>/B- Berikut diberikan hubungan

Is/5(A/B) dan (Hs(A))/B.

a,be Z} dan

x,y € Z}. Didapat Ig(A) =1(B) = {(0 g) |p,q,r € Z} )



10 KHOIRUNNISA, WIJAYANTI, SUTOPO

Proposisi 2.5. Diberikan A ideal kanan dari ring R dan B ideal dari R dengan B C A.
Berlaku hubungan Ig/p(A/B) = (HS(A))/B.

Bukti. Diambil sebarang x+B € Ig/p(A/B), akan dibuktikan bahwa z+B € (HS(A))/B.

r+ B eclg/p(A/B)
(z+B)(AB) C 4B (karena Ig/5(A/B) pembuat ideal)
(x+B)(a+B) e 4/B (Va+ B € 4/B)
xa+ B € A/B
za € A (Va € A)
sACA
x € lIg(A)

Dengan demikian diperoleh z + B € (HS(A))/B. O
Perkalian elemen s € S dari kiri merupakan suatu endomorfisma dari modul Sg.
Didapat hasil berikut.

Proposisi 2.6. Diberikan ideal kanan A atas ring S.

Is(A) = {\ € End(Ss) | \(4) C A}

Bukti. Misalkan D = {\ € End(Ss) | A(4) C A} Dibentuk pengaitan
¢:1s(A) — D
T Ay
untuk setiap x € Ig(A), dengan definisi
Apg: S — S
s+ TS

untuk setiap s € S. Jelas bahwa 6 merupakan isomorfisma dan zA = A\, (A). O

Sifat di atas memotivasi hasil yang berkaitan dengan ring faktor sebagai berikut.

Lemma 2.7. Diberikan ideal kanan A, B dari ring R.
(1) I(A)/A = Ends(5/A) melalui multiplikasi kiri.
(2) {seS|sACB}/B= HomS{S/A, S/B} melalui multiplikasi kiri.

Bukti. Poin (1) merupakan kejadian khusus dari poin (2) dengan mengambil A = B.
Pertama, dibuktikan poin (2).

Jelas HomS{S/ A, S/ 'B} bukan ring terhadap operasi komposisi fungsi. Oleh karena
itu, isomorfisma pada poin (2) merupakan isomorfisma grup terhadap operasi penjum-
lahan elemen dan fungsi biasa.
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Misalkan {s € S | sA C B} = C dan Homgs{5/4,5/B} = H. Dibentuk pengaitan

¢:C/p—H
¢z + B) =X, Vo € C.
dan
Ao 1 5/A—5/B
Ae(s +A)=xs+ B Vs+AeS/B

(1) Ambil sebarang ¢(x1 + B),¢(x2 + B) € H dengan ¢(x1 + B) = ¢(xa + B).
Diperoleh 18 + B = z2s + B untuk setiap s € S. Didapat (x1 — z3)s € B.
Karena 1 € S, maka x1 — x9 = (z1 — 22)1 € B. Akibatnya, x; + B = 25 + B.
Jadi, ¢ injektif.

(2) Ambil sebarang A € H. Misalkan A\(1 + A) =z + B, maka A\(s + A) = xs + B
untuk setiap s € S. Dipilih x + B € C/B. Didapat ¢(x+ B) = A. Lebih lanjut,
karena A(a + A) = A(0) = 0 + B, maka za + B = 0+ B untuk setiap a € A.
Didapat A C B. Dengan demikian x € C. Jadi, ¢ surjektif.

(3) Jelas bahwa ¢ merupakan homomorfisma terhadap operasi penjumlahan. Un-
tuk kasus (1) yaitu jika A = B, dapat dibuktikan bahwa ¢ homomorfisma ring
dengan menganggap Endg(S/A) ring dengan operasi penjumlahan dan kompo-
sisi fungsi.

O

3. SUBPEMBUAT IDEAL DARI IDEAL KANAN GENERATIF

Telah dipahami bahwa pembuat ideal Ig(A) dari suatu ideal kanan A merupakan
subring terbesar sedemikian sehingga A merupakan ideal di Ig(A). Dengan demikian,
bisa saja terdapat subring 7' yang termuat dalam Ig(A) sedemikian sehingga A meru-
pakan ideal di T

Definisi 3.1. Misalkan A ideal kanan dari ring S. Subring T yang memenuhi Ig(A) 2
T D A dan A merupakan ideal di T disebut subpembuat ideal dari A.

Definisi 3.2. Ideal kanan A dari ring S dikatakan generatif jika memenuhi SA = S.

Contoh 3.3. Diberikan ring sederhana S. Jika A ideal kanan tak nol dari ring S,
maka A generatif.

Bukti. Karena A ideal kanan, maka AS C A. Didapat (SA)S = S(AS) C SA. Se-
mentara itu S(SA) = S2A C SA. Jadi, SA ideal dua sisi di S. Karena A tak nol,
maka SA # 0. Karena S ring sederhana, maka ideal tak nol dari S hanyalah S. Jadi,
SA=S. d

Contoh 3.4. Diberikan ring S = M, (D) untuk suatu ring D. Jika a € S matriks yang
mempunyai entri yang merupakan unit, maka aS merupakan ideal kanan generatif.

Bukti. Untuk setiap matriks yang mempunyai entri yang merupakan unit, dapat mem-
bangun matriks satuan Fj; dengan entri baris ke-k, kolom ke-I bernilai 1 dan lainnya
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0. Karena k,[ diambil sebarang, maka setiap matriks satuan merupakan anggota SasS.
Oleh karena itu, S = SaS. Jadi, aS generatif. ([l

Salah satu penerapan dari penjelasan di atas dapat dilihat dari contoh berikut.

Contoh 3.5. Diambil D = 7 dan a = <i 11L> untuk suatu n € N. Dibentuk ring

7Z 7

S = Ms(D). Diperoleh aS = <nZ n7,

). Akan ditunjukkan bahwa aS merupakan

ideal kanan generatif, yaitu SaS = S. Diambil sebarang (z g)) € S. Diperhatikan
z y\ _ (z O " 0 y " 0 0 " 0 0
z w)  \0 0 0 0 z 0 0 w
z 0\ _
0) =

bahwa

dan

N
I
S =
~
N\
[ =
= O O

o O

N N
= N o)

o
N~

(
(
(3
G0=C06 6

Dengan demikian, aS merupakan ideal kanan generatif.

o oo o©
o o
N ~—

Il Il
N~ N -~

Proposisi 3.6. Diberikan ring S. Jika A ideal generatif kanan dari ring S dan R
merupakan subpembuat ideal dari A, maka berlaku

(1) Sgr dan rA merupakan modul proyektif yang dibangun secara hingga.
(2) SRrSXS®rAXS melalui multiplikasi.
(3) (S/R)Y@rS=0=(R/A)®r A dan (S/R)®r A= S/A= (R/A)®gS.

Bukti. (1) (a) Pertama, diperhatikan Sk. Menurut Lemma Basis Dual [1], cukup
dibuktikan bahwa 1gy,q(5,) € S5™.
Karena A ideal generatif kanan, yaitu, SA = S, maka 1g = > 1, sq;.
Setiap elemen a; € A dapat dianggap sebagai elemen/pemetaan dalam
S* = Hom(Sg, Rr) dengan perkalian dari kiri, yaitu

a; : SR — Rp
ai(s) e ACR. (karena A ideal kanan.)
Diperoleh 1 = """, s;a; € SS*. Jadi, Sgp modul proyektif yang dibangun
secara hingga.

(b) Selanjutnya diperhatikan rA. Menurut Lemma Basis Dual [1], cukup
dibuktikan bahwa 1z € A*A.
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Karena A ideal generatif kanan, yaitu, SA = S, makalp = 1g = 2?21 8.
Setiap elemen s; € S dapat dianggap sebagai elemen/pemetaan dari A* =
Hom(rA,r R) dengan perkalian dari kanan, yaitu

Si ‘R A —r R
si(a) =as;, € ACR. (karena A ideal kanan.)

Diperoleh 1 = Y"1 | s;a; € A*A. Jadi, rA modul proyektif yang diban-
gun secara hingga.
(2) Karena Sgr proyektif, maka Sk flat. Karena pRA Cr R Cr S, maka S®@g A C
S®r RC S®grS. Dioeroleh

SRRS=5ARRrS=SQRRAS=S®RrA=S®r AR=SA®r R=5®z R.

Dengan demikian S ®p S = S ®r R = S ®r A. Selanjutnya diperhatikan
pemetaan perkalian

p:S®@rR—S
(s,r)—sreb.

Dapat ditunjukkan ¢ isomorfisma. Jadi, S®@r R = S. Oleh karena itu, S®p S =
S S®gA.
(3) Diperhatikan barisan eksak pendek dari modul-modul kanan atas R berikut

0—-R—S—S/R—0.

Jika masing-masing ditensorkan dari kanan oleh S, didapat
RoSLsesS (S/ReS—o.
Karena S ® S = S, maka

RoSLSL (S/R)®S — 0.
Im(f) = RS = S = ker(g). Oleh karena itu, (S/R)® S = 0.

0—-R—S—S/R—0.
Di lain pihak, jika masing-masing ditensorkan dari kanan oleh A, didapat
RoAL SeAL (S/R)@A—0.
Karena S ® A = S, maka
RALSEZ (S/R)y®A—0.

Im(h) = RA = A =ker(p). Oleh karena itu, (S/R) ® A= S/A.
Diperhatikan barisan eksak pendek dari modul-modul berikut

0—-A—R—R/A—0.

Jika masing-masing ditensorkan dari kanan oleh A, didapat

A9AL RoASL (R/A) 2 A — 0.



14 KHOIRUNNISA, WIJAYANTI, SUTOPO
Karena A A2 A2 R® A, maka

AL A% (R/A)® A 0.
Im(f) = A =ker(g). Oleh karena itu, (R/A) @ A = 0.

Selanjutnya diberikan beberapa akibat jika S ®r S = S.

Proposisi 3.7. Diberikan ring S dan subring R dari S dengan S ®r S = S melalui
multiplikasi. Jika M dan N merupakan modul kanan atas S dan L modul kiri atas S,
maka

(1) M ®g S =M melalui multiplikasi;

(2) jika Mg merupakan modul projektif, maka Mg juga merupakan modul projektif;
(3) Homr(M,N) = Homg(M,N);

(4) Jika Mg modul injektif, maka Mg juga modul injektif;

5) MerL=M®®gL.

Bukti. (1) Diperhatikan bahwa
MerS=2M®sSRrSEM®sS=M.

(2) Misalkan Mg modul proyektif, artinya Mg merupakan suatu jumlahan langsung
dari suatu modul kanan bebas atas R, yaitu

Mpr ® Nr = Pr
dengan Pr modul bebas. Dengan ditensorkan atas R dengan 5, didapat
(MRrS)®(N®rS)=P®grS

Dari (1) didapat
Ms® Ng = Ps

Dengan demikian, Mg merupakan suatu jumlahan langsung dari suatu modul
kanan bebas atas S. Jadi, Mg modul proyektif.

(3) Jelas Homg(M,N) C Homg(M, N). Selanjutnya, diambil sebarang R-homomorfisma

¢ : M — N. Didefinisikan
¢ M®rS— N®gS
¢ =¢®L

Jelas ¢ merupakan S-homomorfisma. Karena (i), yaitu M ®r S =2 M dan
N®grS = N, didapat ¢’ = ¢. Dengan demikian, ¢ merupakan S-homomorfisma.
Didapat, Homg(M,N) C Homg(M, N). Jadi, Homg(M,N) = Homg(M, N).
(4) Misalkan Mg modul injektif. Akan dibuktikan Mg modul injektif dengan Kri-
teria Baer untuk modul injektif. Ambil sebarang I ideal kanan dari S dan
S-homomorfisma « : I — M. Karena R subring dari S, maka o juga meru-
pakan R-homomorfisma. Karena Mp modul injektif, maka o dapat diperluas
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menjadi R-homomorfisma o : S — M.

{0} R <= S
\Loz \/a’
M

Karena (3), maka o/ merupakan S-homomorfisma. Jadi, Mg modul injektif.
(5) Diperhatikan

MerL~=2(M®sS)®r(S®sL) (karena (i) M g S = M dan S®gs L= L)
2*M®s(S®rS)®s L

>~ M®sS®s L ( karena dari yang diketahui S ® g S = 5)
=M ®g (S Rs L)
~M®sL ( karena S®g L = L).

O

Hasil dari Proposisi 3.7 diterapkan untuk subpembuat ideal dari ideal kanan gen-
eratif sebagai berikut.

Proposisi 3.8. Diberikan ring S. Jika A ideal kanan generatif dari S dan R subpem-
buat ideal dari A, maka

(1) semua pernyataan pada Proposisi 3.7 berlaku;
(2) untuk setiap ideal tak nol B dari S, berlaku BN R # 0;
(3) jika M modul kanan atas S maka M @r A = M melalui multiplikasi; dan Mg
modul proyektif jika dan hanya jika Mg modul proyektif.
(4) jika A Cgr X C S maka
SRrX=SX =215,
(rX™) = {s € S|Xs C R} melalui multiplikasi kanan. Lebih lanjut, melalui
isomorfisma ini, A C X* C S.
(5) (rRA)* =S dan (Sr)* = A melalui multiplikasi.

Bukti. (1) Dari Proposisi 2.4 (ii) didapat S ®r S = S. Jelas bahwa semua perny-

ataan pada Proposisi 2.5 berlaku.

(2) Ambil sebarang ideal tak nol B dari S. Karena B ideal, maka AB C B. Di
lain pihak, karena A ideal kanan dari S, maka AB C AS C A C R. Didapat
AB C BN R. Karena A ideal generatif kanan, maka SA = S. Oleh karena itu,
0 # B =SB = SAB. Andaikan AB = 0, maka B = SAB = 0. Kontradiksi.
Jadi, 0 # AB C BNR.

(3) Diperhatikan

M@rA=(M®sS)QrA=ZM®s (S®rA) =M ®gS =M.

Selanjutnya, misalkan Mg modul proyektif, artinya Mg merupakan jumlahan
langsung dari suatu modul kanan bebas atas S. Berdasarkan Proposisi 2.3 (i),
didapatSg proyektif. Oleh karena itu, setiap modul kanan bebas atas S juga
proyektif atas R. Hal ini berlaku pula untuk jumlahan langsungnya, termasuk
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Mg. Jadi, Mg proyektif. Di lain pihak, berdasarkan Proposisi 2.4 (ii), berlaku
bahwa jika Mg proyektif, maka Mg proyektif.

(4) Diperhatikan bahwa X C SX. Karena Si proyektif, maka Sr flat. Dengan
melakukan tensor, didapat S ®gr X C S ®r SX. Di lain pihak,

SORSX=ZSQRrS®sSX=SRsSXS=S)=S5X.
Selanjutnya diperhatikan
f:S®r X —» SX
S®x sy

merupakan epimorfisma. Karena S ®p X C S ®p SX = SX, maka homo-
morfisma di atas merupakan isomorfisma. Dengan demikian, S ®p X = SX.
Terakhir, karena S = SA C SX C S5, maka SX = S. Selanjutnya dibentuk

fungsi
f:{s|Xs C R} - Hom(gX, R)
5 ¢
dengan
¢s: X - R
T > TS.

Akan dibuktikan f injektif, yaitu ker(f) = 0. Ambil sebarang s € ker(f), maka
¢s = 0. Akibatnya, Xs = 0, maka Ss = SAs C SXs=50=0. Karena 1g € S
maka s = 1gs € Ss = 0. Jadi, s = 0. Akan dibuktikan f surjektif. Ambil
sebarang ¢ € Hom(rX, R). Dibentuk

1¢:SrX > S®r R
ST~ s® é(x)

Karena S ®@r X 2 Sdan S®r R = S, maka 1 ® ¢ : S — S. Jadi, ¢ dapat
dinyatakan sebagai multiplikasi kanan atas suatu elemen di S.

(5) Dari (iv), didapat (rA)* = {s € S|As € R}. Karena A ideal kanan dari S, maka
AS C ACR. Jadi, (rA)* = S. Dengan cara sama, (Sg)x = {s € S|sS € R}.
Karena A ideal kanan dari S, maka AS C A C R. Jadi, (Sg)* = A

O

4. MODUL SEDERHANA ATAS PEMBUAT IDEAL MENDASAR

Suatu ideal kanan A dari ring S dikatakan maksimal jika modul (S/A)s meru-
pakan modul sederhana. Lebih lanjut, didefinisikan konsep ideal kanan semimaksimal
dan ideal kanan isomaksimal [1].

Definisi 4.1. Diberikan ideal kanan A dari ring S. Jika S-modul kanan S/A merupakan
modul semisederhana, maka A dikatakan semimaksimal. Lebih lanjut, jika S/A = U™

untuk suatu modul sederhana Ug dan suatu n > 1, maka A dikatakan isomaksimal tipe
U.
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Dengan demikian, ideal kanan A dikatakan isomaksimal jika S/A merupakan hasil
jumlahan langsung dari modul-modul sederhana yang saling isomorfis.

Contoh 4.2. Diberikan S = M2(Z). dan

Z 7 7 7
A:(2Z 2Z>’ B:(()‘Z 62)’ C = M(2Z), D = M(4Z).

maka

(1) A ideal kanan isomaksimal generatif.

) B ideal kanan semimaksimal generatif.

) C ideal isomaksimal tetapi tidak generatif.

) D bukan ideal semimaksimal maupun generatif.

2
3
(4

Bukti. Dari Contoh 3.5, diperoleh bahwa A dan B ideal kanan generatif. Akan tetapi,
C dan D bukan ideal kanan generatif karena SC' C C' dan SD C D. Diperhatikan

/A — 7Z Z Z Z Z VA Z Z
/A= 27 27)°\2Z+1 2Z)’\27Z 27Z+1)’\2Z+1 2Z+1

S/A = {(2Z QZ) , (2Z+1 ZZ) , (2Z 2Z+1) , (QZ—i-l 2Z+1)}
>~ (97,27 + 1} x {27,27 + 1}
~ {0,1} x {0,1}
= 7o X Lo
= (Zy)?
dengan Zs sederhana.
Dengan cara sama,

1%

S/B = (ZG)2 ({()v é) Zl} D {()7 3})27

S/C = (Ze)" = ({0,2,4} & {0,3})",
S/C = (Zo)!
S/D = (Z,)?
dengan Z, {0,2,4},{0,3} masing-masing sederhana. Sedangkan Z, bukan sederhana.

Oleh karena itu, A dan C ideal kanan isomaksimal. Ideal kanan B semimaksimal.
Sedangkan D bukan ideal kanan semimaksimal maupun isomaksimal.

nZ ni
merupakan ideal kanan isomaksimal generatif jika n bilangan prima. Ideal kanan ini

merupakan ideal kanan semimaksimal generatif jika n bukan bilangan prima, yaitu
modul kuosiennya isomorfis dengan jumlah langsung submodul yang dibangun oleh
faktor-faktor primanya. Lebih lanjut, ideal kanan yang berbentuk Ms(nZ) merupakan

ideal dua sisi dan bukan ideal kanan generatif. Jika n = p, maka ideal di atas merupakan
ideal isomaksimal. (]

Melihat hal ini dapat diperumum bahwa ideal kanan yang berbentuk < Z 1z )
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Definisi 4.3. Diberikan ring S dan ideal kanan A di S. Pembuat ideal R = Ig(A)
disebut pembuat ideal (kanan) mendasar tipe U jika A ideal kanan generatif dan iso-
maksimal tipe U, yaitu S/A = U™,

Jika Mg merupakan modul sederhana, belum tentu Mg dengan R subring di S
juga merupakan modul sederhana. Contohnya adalah modul Rrg merupakan modul
sederhana, tetapi Rz bukan modul sederhana karena memuat submodul sejati Zg.
Berikut diberikan syarat cukup agar sifat tersebut berlaku.

Teorema 4.4. Misalkan R = Ig(A) merupakan pembuat ideal mendasar tipe U, dengan
S/A =2 U"™. Pernyataan-pernyataan berikut berlaku :

(1) Jika X merupakan S-modul sederhana yang tidak isomorfis dengan U, maka X
sebagar R-modul merupakan modul sederhana pula.

(2) Ugr dapat dikomposisikan secara tunggal dengan panjang 2 dan faktor kompo-
sisinya, katakan V dan W berlaku V # W dan

(S/R)g =2 V™
(R/A)gp =W

(3) Setiap R-modul kanan sederhana berbentuk V, W atau X sesuai dengan poin

(1)-

Bukti. Diperhatikan bahwa R/A dipandang sebagai R-modul kanan merupakan jumlah
langsung dari sebanyak n modul-modul sederhana atas R. Tulis modul sederhana terse-
but adalah W. Jadi, (R/A)r = Wj. Karena RA C A, maka A = ann(R/A) = ann(W).
Didapat WA = 0.

Sementara itu, sebarang S-modul kanan sederhana dapat dinyatakan sebagai S/B un-
tuk suatu ideal kanan maksimal B. Misalkan C/B merupakan R-submodul sejati dari
S/B. Diperhatikan bahwa ((CA + B)/B)S C (CA+ B)/B. Jadi, (CA + B) meru-
pakan S-submodul dari S/B. Diperoleh (CA+ B)/B = (C/B)A C C/B C S/B. Jadi,
(CA + B) merupakan S-submodul sejati dari S/B. Oleh karena itu, (CA + B)/B = 0.
Dengan demikian, CA C B. Dibentuk D = {d € S | dA C B}. Diperoleh C C D. Dari
Lema 2.7, didapat D/B = Homg(S/A, S/B).

(1) Diambil sebarang S-modul sederhana X dengan X 2% U. Misalkan X = S/B
untuk suatu ideal kanan maksimal B. Diambil sebarang R-submodul sejati
C/B dari S/B. Karena X 2 U, didapat Hom(S/A4, S/B) = Hom(U", X) = 0.
Berdasarkan pembahasan sebelumnya, D/B = Hom(S/A, S/B) = 0. Diperoleh
D C B. Karena C C D, didapat C C B. Dengan demikian C/B = 0. Artinya,
S/ B tidak memiliki R-submodul sejati yang taknol. Jadi, X = S/B merupakan
R-modul sederhana.

(2) Misalkan (S/B)r = Ug dengan B ideal kanan maksimal dari S dan C/B
merupakan R-submodul sejati dari S/B. Berdasarkan pembahasan sebelum-
nya, C C D ={d € S| dA C B}. Dilain pihak, karena A generatif, yaitu
SA =5 ¢ B, maka D # S. Oleh karena itu, D/B merupakan R-submodul
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maksimal tunggal dari S/B. Dengan demikian, (S/B)/(D/B) = (S/D)r meru-
pakan modul sederhana. Dapat dibentuk rantai

0c D/BcCS/B

yang merupakan deret komposisi dari Ug dengan panjang 2. Berturut-turut
faktor komposisinya adalah (S/B)/(D/B) dan D/B. Tulis (S/B)/(D/B) =
(S/D)r 2V dan D/B = W. Diperhatikan bahwa

VA= (S/D)A=(SA)/D=5S/D=V

WA= (D/B)AC B/B=0.
Dengan demikian, V' # W. Selanjutnya diambil himpunan yang terdiri dari
sebanyak n ideal kanan maksimal B; sedemikian sehingga NB; = A dan S/B; &

U. Dibentuk D; = {d € S | dA C B;}. Dari penjelasan sebelumnya, D;/B;
merupakan submodul maksimal dan D;/B; = W. Selanjutnya diperhatikan

ND;,=N{deS|dACB;}={de S|dAC A} =R
Dengan Teorema Sisa Tiongkok,
W™ = gD, /B; = (ND;)/(NB;) = R/A

Terakhir, karena S/A = U™ dan R/A = W maka S/R = V™.
Misalkan Yr modul sederhana, akan ditunjukkan bahwa Y 2 U atau Y = V
atau Y 2 W. Terlebih dahulu akan ditunjukkan bahwa pembuktian poin 3 ini
cukup dengan menunjukkan bahwa Y merupakan faktor komposisi dari suatu
S-modul dengan panjang berhingga.

Diambil sebarang S-modul M yang mempunyai panjang berhingga. Misalkan
My 41/ My, faktor komposisi dari M. Jelas (My41/M})s modul sederhana.

0CM € C My C My C--C M, =M.

(a) Kasus (My41/My)s = Ug (dengan Ug telah dijelaskan di poin sebelum-
nya). Didapat bahwa (Mj41/M})r bukan modul sederhana dan mempun-
yai faktor komposisi yang isomorfis dengan V dan W. Katakan W = P/M
dan V = Mk—i—l/P

0 C P/My C Myy1/Mjy.
Dengan demikian, didapat deret komposisi M atas ring R dapat diperpan-
jang sebagai berikut

0CM G- CMCPC Mgy C---C M, =M.

Akibatnya, V dan W juga merupakan faktor komposisi dari Mp.

(b) Kasus (Mj4+1/My)s 2 Us. Dari poin (i), didapat bahwa (Myy1/My)r
modul sederhana. Artinya (Mjy11/M}) tetap merupakan faktor komposisi
dari MR.

Diperhatikan modul sederhana Yz. Misalkan ¥ = R/FE untuk suatu ideal
kanan maksimal F di R. Diasumsikan bahwa Y 2% V. Telah diketahui bahwa

(S/R) g mempunyai panjang berhingga. Demikian pula karena R/FE sederhana,

maka mempunyai panjang berhingga. Dengan demikian, (S/F)g juga memiliki
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panjang berhingga dan salah satu komposisi faktornya, yaitu R/E isomorfis
dengan Y.

Selanjutnya diperhatikan R-modul ES/FE sebagai submodul dari S/E. Karena
S/E mempunyai panjang berhingga, demikian pula ES/E. Akan dibuktikan
bahwa semua faktor komposisi dari ES/FE tidak isomorfis dengan Y. Diper-
hatikan

ES/E=E®rS/R=)Y e®(S/R)
eckl
Setiap bentuk e ® (S/R) merupakan image homomorfis dari (S/R) = V().
Oleh karena itu, semua faktor komposisi dari ES/FE isomorfis dengan V', yang
menurut asumsi, tidak isomorfis dengan Y. Terakhir, diperhatikan bahwa
S/ES = (S/E)(ES/E). Karena S/FE mempunyai faktor R-komposisi yang iso-
morfis dengan Y, sedangkan ES/FE tidak, berarti (S/ES)s mempunyai faktor
R-komposisi yang isomorfis dengan Y.

O

Dari teorema di atas, diberikan notasi baru untuk pembuat ideal mendasar sebagai

berikut.

Definisi 4.5. Jika R = Ig(A) pembuat ideal mendasar tipe U dan Ug terdekomposisi
dengan panjang 2 dan faktor-faktornya adalah V' dan W, maka dapat ditulis U = [VW]
dan dapat dikatakan bahwa R memotong (slices) U menjadi [VW].

Hasil berikutnya memperhatikan sifat-sifat modul sederhana V' dan W.

Proposisi 4.6. Diberikan R = Ig(A) pembuat ideal mendasar tipe U = [VW]. Dengan
memandang W sebagai submodul dari Ug, maka

Bukti.

R={seS|WsC W} A= anng(W); W = anny (A)

(1) Jelas bahwa Wr C W untuk setiap r» € R. Dengan demikian, R C {s €
S | Ws C W}. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa {s € S | Ws C W} C R.
Submodul W dapat diganti dengan W (™) sebagai submodul dari U™ = §/A.
Dari proposisi sebelumnya, W™ 2 (R/A)g. Oleh karena itu, cukup dibuktikan
bahwa {s € S| (R/A)s C R/A} C R. Diambil sebarang s € S yang mempunyai
sifat (R/A)s C R/A. Artinya rs € R untuk setiap r € R. Karena pembuat
ideal memuat 1, berarti berlaku s = 1s € R.
Akan dibuktikan bahwa anng(W) C A. Karena W™ 2 R/A, cukup dibuktikan
bahwa anng(R/A) C A. Diambil sebarang s € anng(R/A), artinya s(R/A) = 0.
Diperoleh sR C A. Karena pembuat ideal memuat 1, maka s = s1 € A.
Akan dibuktikan bahwa anng(A) € W. Modul U dan submodul W berturut-
turut dapat digantikan oleh S/A dan R/A. Ambil sebarang s + A € S/A
sedemikian sehingga (s 4+ A)A = 0g/4. Diperoleh sA C A. Dengan demikian,
s €lg(A) =R. Jadi, s+ A € R/A.

O

Dari Proposisi 3.7 dan 3.8, diperoleh bahwa untuk sebarang S-modul X berlaku
X®rS=X®r A= X. Berikut diberikan sifat hasil penensoran pada V dan W.
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Proposisi 4.7. Diberikan R = Ig(A) pembuat ideal mendasar tipe U = [VW]. Berlaku

(1) VA=V dan WA =0
(2) VRrS=0dan Ve A=U
(3) WerS=U dan W®rA=0.

Bukti. (1) Menurut Proposisi 4.6, diperoleh W = anny(A). Dengan demikian,
WA = 0. Di lain pihak, menurut Teorema 4.4, didapat S/R = V(). Karena A
merupakan ideal kanan generatif, berarti berlaku SA = S. Diperoleh V(™) A =~
(S/R)A = S/R = V™ Dengan demikian, VA =V.

(2) Dari Proposisi 3.6, diperoleh (S/R)® S = 0 dan (S/R) ® A = S/A. Karena
S/R=V™ dan S/A = U™, diperoleh V ®r S =0dan V @r A =U.
(3) Dari Proposisi 3.6, diperoleh (R/A) ® S = S/A dan (R/A) ® A = 0. Karena
R/A =W dan S/A = U™ diperoleh W @5 S = U dan W @z A = 0.
O

Selanjutnya diberikan ketunggalan suatu sifat dari V' dan W sebagai akibat dari
Proposisi sebelumnya.

Akibat 4.8. Diberikan R = Ig(A) pembuat ideal mendasar tipe U = [VW]. Berlaku

(1) V merupakan R-modul sederhana tunggal yang bersifat V ®@g S = 0.

(2) W merupakan R-modul sederhana tunggal yang bersifat W @ g A = 0.

(3) Kelas-kelas isomorfisma R-modul sederhana sama dengan kelas-kelas isomor-
fisma S-modul sederhana, dengan modul U diganti dengan V' dan W.

Bukti. (1) Diambil sebarang R-modul sederhana X. Ada tiga kemungkinan yaitu
X 2V, X 2 W sebagai R-modul atau X 2 U sebagai S-modul. Menurut
Proposisi 3.7 dan 3.8, X g A &2 X ®r S = X. Sementara itu dari proposisi
sebelumnya, W ®p S = U dan V ®r S = 0. Jadi, satu-satunya R-modul
sederhana yang mempunyai sifat tersebut adalah V.

(2) Diambil sebarang R-modul sederhana X. Ada tiga kemungkinan yaitu X =V,
X =2 W sebagai R-modul atau X 2 U sebagai S-modul. Menurut Proposisi 3.7
dan 3.8, X g A 2 X ®r S = X. Sementara itu dari proposisi sebelumnya,
W®r S =Udan V®r S = 0. Jadi, satu-satunya R-modul sederhana yang
mempunyai sifat tersebut adalah W.

(3) Dari hasil poin 1 dan 2, didapat bahwa setiap diambil dua di antara V', W dan
X tidak ada yang saling isomorfis. Oleh karena itu, cukup dibuktikan bahwa
jika Ys modul sederhana dan Yg # Xg, maka Yp # Xgr. Menurut Propo-
sisi 3.7, Homg(X,Y) = Homg(X,Y) = 0. Akibatnya satu-satunya R-modul
homomorfisma dari X ke Y hanyalah homomorfisma nol. Dengan demikian
Xp #Yg.

O

Lemma 4.9. Diberikan R = Is(A) pembuat ideal mendasar tipe U = [VW]. Jika
M merupakan R-submodul dari suatu S-modul, maka terdapat diagram komutatif yang
baris-barisnya merupakan barisan eksak sebagai berikut
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M/MA — MS/MA - MS/M
\ 1 \’
w@ U@ - Vi)

dengan pemetaan vertikal merupakan isomorfimsma dan a berhingga jika Mg dibangun
secara berhingga.

Bukti. Karena M merupakan R-modul kanan, dapat ditulis M = M R. Karena MR
merupakan submodul dari suatu S-modul, maka dapat dibentuk monomorfisma M R —
MS. Didapat barisan eksak

M/MA < MS/MA — MS/MR

Mengingat bahwa (MS/MA)s = M Qg (S/A) = >, cpm Or (
modul m ®r (S/A) = S/A = U™, Oleh karena itu, (MS/MA)s
bilangan kardinal a.

Jika Mg dibangun secara berhingga oleh sebanyak ¢ elemen, didapat (M .S/M A)g =
SN2 meg (S/A) 2 U™, Dengan demikian, nilai a berhingga. Dengan cara sama,

(MR/MA)r =M @g (R/A) = Y m®g(S/A) =

meM

S/A). Di lain pihak,
=~ (@) yntuk suatu

untuk suatu bilangan cardinal ¢. Demikian pula
(MS/MR)r = M &g (S/R)= Y _ m&g (S/R) =V
meM
untuk suatu bilangan cardinal b. Diperoleh barisan eksak pendek
0= W© Ly 2 ye)

Karena barisan di atas eksak, diperoleh kesamaan Ker (1) = Im(¢) = W(®) dan Im(¢)) =
V(®), Karena V 2 W, berarti Im(¢)) = V®) tidak memuat salinan dari W. Oleh karena
itu seluruh W < U@ dipetakan ke 0. Dengan demikian, Ker(y)) = W(®. Jadi,

a = ¢. Sementara itu, karena Ker(¢)) = W(°) tidak memuat salinan V, berarti seluruh
faktor komposisi V(®) dipetakan ke V(®) secara bijektif. Jadi, a = b. (]

5. PENUTUP

Beberapa hal yang dapat dilakukan untuk penelitian selanjutnya adalah

(1) menyelidiki sifat-sifat lainnya pada modul yang terawetkan jika ring tumpuan-
nya diganti pembuat ideal mendasar,

(2) menyelidiki sifat-sifat lainnya pada ring yang terawetkan antara ring tersebut
dengan pembuat ideal mendasar.
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