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Ringkasan

Ada perbedaan dalam menentukan bentuk spheroid referensi. Perataan bumi sudah ditemukan dan diukur pada
akhir abad ke-18. Terlihat bahwa jarak antara derajat garis lintang yang diukur, misalnya dengan sextant,
berbeda dari yang diharapkan dari bola. Pada 1743, Clairaut menunjukkan bahwa spheroid referensi juga dapat
dihitung langsung dari medan gravitasi yang diukur g. Penurunannya didasarkan pada perhitungan potensial U
pada titik P karena bentuk benda hampir bulat, dan hanya berlaku untuk titik di luar atau dalam batas pada
permukaan benda. Bagaimana pengukuran gravitasi yang digunakan untuk menentukan spheroid referensi dikenal
sebagai rumus MacCullagh. Penyelesaian perhitungan potensial dapat diselesaiakan dengan Persamaan Laplace
∆2U = 0, dalam koordinat bola. Bidang potensial di luar sumber memenuhi Persamaan Laplace, solusinya
berikut:U(r, θ, ϕ) = R(r)O(θ)Q(ϕ). Solusi generik untuk U didapat dengan menggabungkan perilaku radial,
longitudinal dan latitudinal pada persamaan yang dikenal dengan harmonik bola solid derajat l dan orde m.
Dalam penelitian telah divisualisasikan perilaku harmonik bola berdasarkan nilai l dan m untuk mengidentifikasi
tiga jenis harmonik yaitu harmonik zonal, sektoral, dan tesseral, dan visualisasi gravitasi di dalam dan diluar
lembaran tipis massa sebuah bola.

Kata Kunci : Potensial; Persamaan Laplace; harmonik

Abstract

There are differences in determining the shape of the reference spheroid. Earth’s flattening was discovered and
measured at the end of the 18th century. It appears that the distance between the degrees of latitude measured,
for example by sextant, different from what is expected from the spheroid. In 1743, Clairaut showed that the
reference spheroid could also be calculated directly from the measured gravitational field g. The derivation is
based on the calculation of the potential U at point P because the shape of the object is almost spheroid, and
only applies to points outside or within the boundary on the surface of the object. How the gravity measurements
are used to determine the reference spheroid is known as the MacCullagh formula. Completion of the potential
calculation can be completed with the Laplace Equation δ2U = 0, in spherical coordinates. The potential field
outside the source satisfies the Laplace equation, the following solution: U(r, θ, ϕ) = R(r)P (θ)Q(ϕ). A generic
solution for U is obtained by combining radial, longitudinal and latitudinal behavior in an equation known as the
spherical harmonic degree l and order m. In this research visualized the harmonic behavior of the spherical based
on the values of l and m to identify three types of harmonics, namely zonal, sectoral and tesseral harmonics,
and visualization of gravity inside and outside the thin sheet of mass of a sphere.
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PENDAHULUAN
Latar Belakang
Untuk menentukan bentuk spheroid referensi,
perataan bumi sudah ditemukan dan diukur pada
akhir abad ke-18. Terlihat bahwa jarak antara
derajat garis lintang yang diukur, misalnya dengan
sextant, berbeda dari yang diharapkan yaitu berupa

mailto:$ari_setiawan@ugm.ac.id$


Ari Setiawan Page 53

bola. Seperti ditunjukkan dalam gambar 1 bahwa
RE(θ1 − θ2 6= RE · dθ), RE radius bumi, θ1 dan θ2
dua garis lintang yang berbeda [1].

Gambar 1: Elipsitas Bumi diukur dengan jarak
antara garis lintang Bumi dan sebuah bola.

Pada 1743, Clairaut menunjukkan bahwa spheroid
referensi juga dapat dihitung langsung dari medan
gravitasi yang diukur g. Penurunannya berdasarkan
pada perhitungan potensial U(P ) pada titik P
yang menyerupai benda bulat, dan hanya berlaku
untuk titik di luar (atau, dalam batas, pada
permukaan) benda, ditunjukkan pada gambar 2.
Dengan menggunakan rumus cosinus (gambar 2) dapat

Gambar 2: Potensial U dari tubuh asferis dihitung
pada titik P , yang berada di luar massa M =∫
dm; OP = r, jarak dari titik pengamatan ke

pusat massa. Perhatikan bahwa r adalah konstan
dan s, q, dan θ adalah variabel. Tidak ada rotasi
sehingga U(P ) mewakili potensi gravitasi[2].

dituliskan :
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dengan menggunkan identitas cos2 θ + sin2 θ = 1:
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Persamaan 4 dapat dituliskan sebagai

U(P ) = −GM
r
− G

2r3
(A+B + C − 3I) (5)

yang dikenal sebagai rumus MacCullagh.

Spherical harmonics

Lebih lanjut dilakukan penyelesaian persamaan
Laplace δ2U = 0 [3] dalam koordinat bola. Persamaan
Laplace berlaku pada bidang potensial di luar sumber
bidang. Penyelesaian dituliskan dalam bentuk struktur
berikut: U(r, θ, ϕ) = R(r)P (θ)Q(ϕ)[4]. Solusi umum
untuk U didapat dengan menggabungkan perilaku
radial, longitudinal dan latitudinal sebagai berikut:

U(r, θ, ϕ) =

{(
1

r

)rll+1

}
[Aml cosmϕ

+Bml sinmϕ]Pml (cos θ) (6)

Visualisasi perilaku harmonik bola adalah hal yang
penting. Beberapa terminologi yang perlu diingat
adalah bahwa berdasarkan nilai-nilai dari l dan m
untuk mengidentifikasi tiga jenis harmonik:
• Harmonik zonal didefinisikan sebagai bentuk
P θl (cos θ) = Pl(cos θ). Superposisi polinomial
Legendre ini menggambarkan variasi berdasarkan
garis lintang, tidak tergantung pada garis bujur.
Harmonik zonal akan mengecil di l lingkaran kecil
pada globe, membagi bola ke zona latitudinal.

• Harmonik sektoral dalam bentuk
sin(mϕ)Pmm (cos θ) atau cos(mϕ)Pmm (cos θ). Akan
mengecil pada 2m meridian (garis longitudinal,
jadi m lingkaran besar), akan membagi bola ke
dalam sektor-sektor.
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• Harmonik tesseral adalah yang berbentuk
sin(mϕ)Pml (cosθ) atau cos(mϕ)Pml (cos θ) untuk
l 6= m. Amplitudo harmonik bola permukaan
dengan derajat l dan orde m tertentu akan
mengecil pada 2m meridian garis bujur dan pada
(l −m) paralel garis lintang.

Solusi lengkap untuk persamaan Laplace diberikan
dalam persamaan:

U(r, θ, ϕ) =

∞∑
l=0

l∑
m=0

{(
1

r

)rll+1

}
[Aml cosmϕ

+Bml sinmϕ]Pml (cos θ) (7)

Fungsi radial untuk bagian dalam distribusi massa,
digunakan

Uin(r, θ, ϕ) = rl[Aml cosmϕ+Bml sinmϕ]Pml (cos θ)

(8)

dan untuk bagian luar

Uout(r, θ, ϕ) =

{
1

rl+1

}
[Aml cosmϕ+Bml sinmϕ]

Pml (cos θ)

dengan menambahkan faktor normalisasi dengan
radius a di khatulistiwa:

Uout(r, θ, ϕ) = −GM
a
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(9)

untuk potensial harmonik permukaan bola U(l) pada
unit lingkaran unit, didapatkan persamaan berikut ini
untuk medan di dalam dan di luar distribusi massa:

Uin(r, l) =
( r
a

)l
U(l)

Uout(r, l) =
(a
r

)l
U(l) (10)

Untuk gravitasi menjadi:

gin(r, l) = − l

al
rl−1U(l)r̂

gout(r, l) = al+1(l + 1)
l

rl+2
U(l)r̂ (11)

Gravitasi yang disebabkan oleh lembaran massa tipis
dengan derajat harmonik bola l digambarkan oleh
sebuah lembaran dengan menghilangkan ketebalan
dan dinamakan densitas massa per satuan luas σ(l).

Dengan cara ini kita bisa melakukan perhitungan
dengan r konstan dan hasilnya diterapkan untuk
simetri bola.

Berdasar hukum Gauss bahwa fluks melalui
permukaan tertutup suata massa yang kecil sama
dengan total massa tertutup dikalikan −4πG.

gout − gin = 4πGσ(l) (12)

Untuk sebuah shell yang mempunyai radius a,
dengan menggunakan persamaan 11 di dapat gout =
U(l)(l+1)

a dan −gin = U(l)l
a , dan dari persamaan

12 diperoleh penyelesaian U(l) = 4πGσ(l)a
2l+1 dengan

memasukkan ke persamaan 11 lagi didapatkan
gravitasi di dalam dan di luar distribusi massa,

gin(r, l) =
4πGl

2l + 1
σ(l)

rl−1

al−1

gin(r, l) =
4πGl(l + 1)

2l + 1
σ(l)

al+2

rl+2

Dalam penelitian ini telah divisualisasikan perilaku
harmonik bola berdasarkan nilai l dan m untuk
mengidentifikasi tiga jenis harmonik yaitu harmonik
zonal, sektoral, dan tesseral, dan visualisasi gravitasi
di dalam dan diluar lembaran tipis massa sebuah bola,
dengan menggunakan pemrograman MATLAB [5]
dan fungsi yang ada dalam fitur Products, solutions,
Academia, Support, Comunity dari MathWork
MATLAB [6].

METODOLOGI
Metode penelitian dibagi menjadi tiga bagian seperti
bagan berikut:

Gambar 3: Metodologi
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Persamaan harmonik bola dengan derajat l dan orde
m divisualisasikan dalam tiga dimensi berdasarkan
nilai deraja l dan orde m dengan menggunakan
pemrogaman MATLAB, dan dikelompokkan dalam
ketiga jenis harmonik yaitu : zonal, sektoral dan
tesseral.

Visualisasi perilaku harmonik bola maupun gravitasi
lembaran tipis massa sebuah bola ditampilkan dalam
tiga dimensi.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Gambar 4: Spherical Surface harmonik untukm =
0 dan l = 0, 1, 2, 3, 4, 5

Dalam penelitian ini ada tiga program yang dibuat
dengan MATLAB:

Menghitung fungsi harmonik bola dengan derajat
l dan orde m, dan memvisualisasikan dalam
gambar tiga dimensi, dan dikelompokkan berdasarkan
Harmonik zonal dalam bentuk P 0

l (cos θ) = Pl(cos θ),
Harmonik sektoral dalam bentuk sin(mϕ)Pmm (cos θ)
atau cos(mϕ)Pmm (cos θ), Harmonik tesseral dalam
bentuk sin(mϕ)Pml (cos θ) atau cos(mϕ)Pml (cos θ)
untuk l 6= m,

Menghitung gravitasi yang disebabkan oleh
lembaran masa tipis sebagai fungsi derajat harmonik
bola l, dan memvisualisasikan dalam gambar dua dan
tiga dimensi,

Memvisualisasikan gravitasi sebagai fungsi derajat
harmonik bola l dalam gambar tiga dimensi.
Program Pertama

Gambar 5: Spherical Surface harmonik untukm =
l = 0, 1, 2, 3, 4, 5

% Program Matlab untuk
% Assoc iated Legendre Functions
% ( S p h e r i c a l Harmonic Functions )
% V i s u a l i s a s i dalam t i g a dimensi (3D)
Prog5 Legendre .m
% Penentuan konstanta
degree = 7 ;
order = 7 ;
% Pembuatan gr id
d e l t a = pi /60 ;
theta = 0 : d e l t a : p i ; % a l t i t u d e
phi = 0 : 2∗ d e l t a : 2∗ pi ; % long i tude
[ phi , theta ] = meshgrid ( phi , theta ) ;
% Perhitungan harmonik
Ymn = legendre ( degree , cos ( theta ( : , 1 ) ) ) ;
Ymn = Ymn( order + 1 , : ) ’ ;
yy = Ymn;
f o r kk = 2 : s i z e ( theta , 1 ) ;
yy = [ yy Ymn] ;
end ;
yy = yy .∗ cos ( order ∗phi ) ;
order = max(max( abs ( yy ) ) ) ;
rho = 5 + 1∗yy/ order ;
% Penerapan persamaan koord inat bola
r = rho .∗ s i n ( theta ) ;
x = r .∗ cos ( phi ) ;
y = r .∗ s i n ( phi ) ;
z = rho .∗ cos ( theta ) ;
% Plot pada permukaan
s u r f c (x , y , z )
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Gambar 6: Spherical Surface harmonik untuk l =
1−m = 0; l = 2−m = 0, 1; l = 3−m = 0, 1, 2; l =
4−m = 0, 1, 2, 3; l = 5−m = 0, 1, 2, 3, 4

Gambar 7: Grafik gravitasi sebagai fungsi r
dengan derajat harmonik bola l = 0, 1, 2, 3, 4, 5.

Program Kedua

% Grav i t a s i yang disebabkan o leh lembaran
% masa t i p i s dengan d e r a j a t harmonik bola l
% V i s u a l i s a s i dalam 2 dimensi
% G adalah konstanta g r a v i t a s i u n i v e r s a l
% ( d i s e sua ikan dengan uni t mgal )
% ( 6 . 6 7 x 10ˆ−11 kg−1m3s−2)
% sigma adalah kontras d e n s i t a s ( g/cm2)
% a adalah j a r i− j a r i s h e l l (m)
G=6.67e−3;
sigma =1;
a=5;
l =0;
l 1 =1;
l 2 =2;
l 3 =3;
l 4 =4;
l 5 =5;
r = ( 0 : 0 . 1 : 1 0 ) ;
f o r i =1:101;
% perhitungan g r a v i t a s i s ebaga i f u n g s i
% d e r a j a t harmonik bola l
i f r ( i ) < a
g0 ( i )=((4∗ pi ∗G∗ l ∗ sigma∗ l ) . / ( 2∗ l +1))

. ∗ ( ( r ( i ) . ˆ ( l −1)) ./ ( a . ˆ ( l −1) ) ) ;
g1 ( i )=((4∗ pi ∗G∗ l 1 ∗ sigma∗ l ) . / ( 2∗ l 1 +1))

. ∗ ( ( r ( i ) . ˆ ( l1 −1)) ./ ( a . ˆ ( l1 −1) ) ) ;
g2 ( i )=((4∗ pi ∗G∗ l 2 ∗ sigma∗ l 2 ) . / ( 2∗ l 2 +1))

. ∗ ( ( r ( i ) . ˆ ( l2 −1)) ./ ( a . ˆ ( l2 −1) ) ) ;
g3 ( i )=((4∗ pi ∗G∗ l 3 ∗ sigma∗ l 3 ) . / ( 2∗ l 3 +1))

. ∗ ( ( r ( i ) . ˆ ( l3 −1)) ./ ( a . ˆ ( l3 −1) ) ) ;
g4 ( i )=((4∗ pi ∗G∗ l 4 ∗ sigma∗ l ) . / ( 2∗ l 4 +1))

. ∗ ( ( r ( i ) . ˆ ( l4 −1)) ./ ( a . ˆ ( l4 −1) ) ) ;
g5 ( i )=((4∗ pi ∗G∗ l 5 ∗ sigma∗ l 5 ) . / ( 2∗ l 5 +1))
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. ∗ ( ( r ( i ) . ˆ ( l5 −1)) ./ ( a . ˆ ( l5 −1) ) ) ;
e l s e
g0 ( i )=((4∗ pi ∗G∗ l ∗ sigma∗ l . ∗ ( l +1))

. / ( 2∗ l +1) ) .∗ ( ( a . ˆ ( l +2)) .
/( r ( i ) . ˆ ( l +2)) ) ;

g1 ( i )=((4∗ pi ∗G∗ l 1 ∗ sigma∗ l 1 . ∗ ( l 1 +1))
. / ( 2∗ l 1 +1) ) .∗ ( ( a . ˆ ( l 1 +2))
. / ( r ( i ) . ˆ ( l 1 +2)) ) ;

g2 ( i )=((4∗ pi ∗G∗ l 2 ∗ sigma∗ l 2 . ∗ ( l 1 +1))
. / ( 2∗ l 2 +1) ) .∗ ( ( a . ˆ ( l 2 +2))
. / ( r ( i ) . ˆ ( l 2 +2)) ) ;

g3 ( i )=((4∗ pi ∗G∗ l 3 ∗ sigma∗ l 3 . ∗ ( l 3 +1))
. / ( 2∗ l 3 +1) ) .∗ ( ( a . ˆ ( l 3 +2))
. / ( r ( i ) . ˆ ( l 3 +2)) ) ;

g4 ( i )=((4∗ pi ∗G∗ l 4 ∗ sigma∗ l 4 . ∗ ( l 4 +1))
. / ( 2∗ l 4 +1) ) .∗ ( ( a . ˆ ( l 4 +2))
. / ( r ( i ) . ˆ ( l 4 +2)) ) ;

g5 ( i )=((4∗ pi ∗G∗ l 5 ∗ sigma∗ l 5 . ∗ ( l 5 +1))
. / ( 2∗ l 5 +1) ) .∗ ( ( a . ˆ ( l 5 +2))
. / ( r ( i ) . ˆ ( l 5 +2)) ) ;

end
end
% d i s p l a y
p l o t ( r , g0 , ’m’ ) ;
hold on
p lo t ( r , g1 , ’ c ’ ) ;
p l o t ( r , g2 , ’ r ’ ) ;
p l o t ( r , g3 , ’ b ’ ) ;
p l o t ( r , g4 , ’ k ’ ) ;
p l o t ( r , g5 , ’ g ’ ) ;

Gambar 8: Visualisasi tiga dimensi sebagai fungsi
r pada derajat harmonik bola l = 1.

Program Ketiga

% Grav i t a s i yang disebabkan o leh

Gambar 9: Visualisasi tiga dimensi sebagai fungsi
r pada derajat harmonik bola l = 2.

% lembaran masa t i p i s dengan
% d e r a j a t harmonik bola l
% V i s u a l i s a s i dalam 3 dimensi
% G adalah konstanta g r a v i t a s i u n i v e r s a l
% ( d i s e sua ikan dengan uni t mgal )
% ( 6 . 6 7 x 10ˆ−11 kg−1m3s−2)
% sigma adalah kontras d e n s i t a s ( g/cm2)
% a adalah j a r i− j a r i s h e l l (m)
G=6.67e−3;
sigma =1;
a=5;
l =1;

% x , y i s koord inat k a r t e s i a n
% dar i o r i g i n (m)
% r adalah ja rak dar i o r i g i n (m)
[ x , y]= meshgrid ( −10 : 0 . 1 : 10 , −10 : 0 . 1 : 10 ) ;
r=(x.ˆ2+y . ˆ 2 ) . ˆ 0 . 5 ;
% perhitungan g r a v i t a s i s ebaga i
% f u n g s i d e r a j a t harmonik bola l
f o r i =1:201;
f o r j =1:201;
i f r ( i , j ) < a
g ( i , j )=((4∗ pi ∗G∗ l ∗ sigma∗ l ) . / ( 2∗ l +1))

. ∗ ( ( r ( i , j ) . ˆ ( l −1)) ./ ( a . ˆ ( l −1) ) ) ;
e l s e
g ( i , j )=((4∗ pi ∗G∗ l ∗ sigma∗ l . ∗ ( l +1))

. / ( 2∗ l +1) ) .∗ ( ( a . ˆ ( l +2))

. / ( r ( i , j ) . ˆ ( l +2)) ) ;
end
end
end
% Plot the s u r f a c e
s u r f (x , y , g )
shading i n t e r p ;
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Gambar 10: Visualisasi tiga dimensi sebagai
fungsi r pada derajat harmonik bola l = 3.

Visualisasi 3 dimensi fungsi Harmonik bola dengan
derajat l dan orde m:

Harmonik zonal dalam bentuk P 0
l (cos θ) = Pl(cos θ)

Gambar berikut adalah grafik tiga dimensi dari
spherical surface harmonic zonal untuk m = 0 dan
l = 0, 1, 2, 3, 4, 5 pada gambar 4 terlihat bahwa
Superposisi polinomial Legendre ini menggambarkan
variasi berdasarkan garis lintang, tidak tergantung
pada garis bujur. Harmonik zona akan mengecil pada
l lingkaran kecil pada globe, membagi bola ke zona
latitudinal.

Gambar 11: Visualisasi tiga dimensi sebagai
fungsi r pada derajat harmonik bola l = 4.

Harmonik sektoral dalam bentuk sin(mϕ)Pmm (cos θ)
atau cos(mϕ)Pmm (cos θ)

Gambar berikut adalah grafik tiga dimensi dari
spherical surface harmonic sectoral untuk l = m =

0, 1, 2, 3, 4, 5 pada gambar 5 terlihat bahwa akan
mengecil pada 2m meridian (garis longitudinal, jadi
m lingkaran besar), akan membagi bola ke dalam
sektor-sektor.

Gambar 12: Visualisasi tiga dimensi sebagai
fungsi r pada derajat harmonik bola l = 5.

Harmonik tesseral adalah yang berbentuk
atau untuk l¬m

Gambar berikut adalah grafik tiga dimensi dari
spherical surface harmonic tesseral untuk l = 1−m =
0; l = 2 −m = 0, 1; l = 3 −m = 0, 1, 2; l = 4 −m =
0, 1, 2, 3; l = 5−m = 0, 1, 2, 3, 4 pada gambar 6 terlihat
bahwa amplitudo harmonik bola permukaan dengan
derajat l dan orde m tertentu akan makin mengecil
pada 2m meridian garis bujur dan pada (l−m) paralel
garis lintang.

Visualisasi gravitasi di dalam dan diluar lembaran
tipis massa sebuah bola dalam dua dimensi

Pada gambar 7 ditunjukkan bahwa diskontinuitas
nilai gravitasi pada posisi r = jari − jari untuk
lembaran bola tipis dengan derajat harmonik bola l
akan semakin besar dengan bertambahnya nilai l.

Tampilan dalam tiga dimensi digambarkan dalam
Gambar 8, 9, 10, 11, 12, bidang horisontal
menggambarkan posisi x dan y sedangkan sumbu
vertikal menggambarkan nilai gravitasi.

KESIMPULAN
Dalam penelitian ini telah berhasil dibuat program
untuk visualisasi harmonik zonal, harmonik sektoral,
harmonik tesseral, dan visualisasi gravitasi lembaran
bola tipis dengan derajat harmonik bola l baik dalam
tampilan dua dimensi dan tiga dimensi.

Sesuai dengan teoritikal bahwa visualisasi pada
harmonik zonalakan membagi bola ke zonal
latitudinal; harmonik sektoral akan membagi bola
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ke dalam sektor-sektor; dan harmonik tesseral
menggambarkan amplitudo harmonik bola permukaan
dengan derajat l dan orde m tertentu akan makin
mengecil pada 2m meridian garis bujur dan pada
(l −m) paralel garis lintang.

Diskontinuitas nilai gravitasi pada posisi r =
jari − jari untuk lembaran bola tipis dengan
derajat harmonik bola l akan semakin besar dengan
bertambahnya nilai l.
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