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ABSTRAK 
 

Dalam paper ini dibicarakan integral Henstock-Pettis pada ruang Euclide nR . 
Pembahasannya meliputi beberapa sifat fungsi terintegral Henstock-Pettis pada ruang 
Euclide nR , fungsi primitif, lemma Henstock, dan beberapa teorema kekonvergenannya. 

 
Kata kunci: Integral Henstock, Ruang Euclide nR , fungsi terintegral Henstock Pettis 
 

ABSTRACT 
 
Henstock-Pettis Integral on the Euclide an Space is discussed in this paper. Discussions 
cover some properties of Henstock-Pettis  integrable function on the Euclide an Space nR , 
primitive function, Henstock lemma, and some convergence theorems. 
 
Makalah diterima tanggal 12 Maret 2006 

 
 

1.  PENDAHULUAN 
 

 Pada tahun 1914, Perron 
mengembangkan perluasan lain integral 
Lebesgue dan menunjukkan bahwa 
integralnya mempunyai sifat bahwa setiap 
derivatifnya terintegral pada garis 
lurus.Selanjutnya Hanstock dan Kurzweil 
secara terpisah mengitlakkan integral 
Riemann dengan mengubah konstanta 
positif δ  menjadi fungsi positif δ  dan 
ternyata integral yang disusun keduanya 
ekuivalen. Oleh karena itu, integral yang 
mereka susun terkenal dengan nama 
Henstock-Kurzweil.  
 Dari kajian tentang integral Henstock 
banyak sifat-sifatnya yang telah 
diungkapkan baik dalam R  maupun ruang 
Rn. Menurut penelitian, masalah mengenai 
sifat-sifat pada integral Henstock 
kemungkinan dapat dikembangkan menjadi 
masalah yang lebih luas dalam integral 
henstock-Pettis, khususnya sejauh mana 

sifat-sifat integral Henstock dari fungsi 
bernilai real dapat dikembangkan ke dalam 
integral Henstock-Pettis pada ruang Euclide 
Rn. 
 Himpunan semua bilangan real 
dinotasikan dengan R. Untuk bilangan asli  
n, Rn menyatakan himpunan semua 
pasangan atas n bilangan real, yaitu : 

 
 RRRRn ×××= ... . ( n faktor ) 

          
( ){ }niRxxxxx in ≤≤∈== 1,:,...,, 21  

 
Untuk setiap R∈α  dan nRyx ∈, . Jika 

A himpunan bagian tak kosong didalam nR , 
diameter himpunan A didefinisikan  

 
 diam(A)  =  sup { }Α∈− yxyx ,:  
 
Untuk nRx ∈ , persekitaran 

(neighborhood) titik x  dengan jari-jari r >0 
dinotasikan dengan  ( )rxB , , didefinisikan 
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( ) { }ryxRyyrxB n <−∈= dan    :, . 
 

Definisi 1.1 Diberikan sel E ⊂  Rn . 
(1) Divisi pada sel E adalah koleksi sel 

berhingga D yang tidak saling tumpang 
tindih sehingga 

 
.ED

DD

=
∈
U  

 
(2) Segmentasi pada koleksi sehingga sel-sel C 

adalah koleksi berhingga sel D yang tidak 
saling tumpang tindih sehingga memenuhi  

(a) Untuk setiap DD ∈  terdapat sel 
CC ∈  sehingga CD ⊆  

(b) Untuk setiap CC ∈  koleksi 
{ }CDDD ⊂∈ :  adalah partipasi 
pada C 

 
Definisi 1.2. Diberikan fungsi volume α  pada 
Rn, sel nRE ⊂  dan E ruang Banach. Fungsi f : 
E?  X  dikatakan terintegral-α Henstock pada 
E terhadap α, ditulis singkat f  ∈ H (E, α, X) 
jika terdapat vektor  Χ∈Α  sehingga untuk 
setiap bilangan 0∈>  terhadap fungsi positif δ 
pada E dan untuk setiap partisi Perron δ-fine 

( ) ( ) ( ){ }nn xDxDxDD ,,...,,, 2211=  pada  E  
berlaku 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) <∈−=− ∑∑
=

1
1

11 DxfDAxfDA
n

i

αα  

 
Definisi 1.3.  Diberikan X ruang  Banach dan 
X* ruang dualnya, volume α pada Rn, dan E 
⊂Rn. Fumgsi f  : E ?  X  dikatakan terintegral-
α Henstock-Pettis pada E, ditulis singkat 
dengan f ∈ HP(E, α), jika untuk setiap x*f  
terintegral-α Henstock pada A terdapat vektor 
x(f, A, α)∈ X sehingga 

 
( )( ) ( )∫ ∗∗ =

A
fdxHAfxx αα,,  

 
Selanjutnya vektor ( )α,, Afx  di atas 

disebut nilai Integral Henstock-Pettis fungsi f 
pada A dan ditulis  

 
( ) ( )∫=

A
fdHAfx αα,, , 

 
khususnya  

 
 ( ) ( )∫=

E
fdHPEfx .,, αα  

 
Jadi 

 
 ( )( ) ( )∫∫ ∗∗ =

AA
fdxHfdHPx αα . 

 
 

 
     

2.  HASIL DAN PEMBAHASAN 
 

 Akan dibahas sifat-sifat lanjut dari 
integral Henstock-Pettis pada ruang Euclide 
Rn, beberapa kekonvegenan dari integral 
Henstock-Pettis pada ruang Euclide Rn . 

 
 

Teorema 2.1. ( Kriteria Cauchy) Fungsi   
( )α,EHPf ∈  jika dan hanya jika untuk 

setiap bilangan ∈ > 0 terdapat fungsi 
positif δ pada E sehingga jika  EA⊂  sel 
dan ( ) ( ){ }pp xxD ,111 ,...,, ΒΒ=  dan 

( ) ( ){ }qq xCxCD ,,...,, 112 =  masing-masing 
partisi Perron δ-fine pada A memenuhi 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) <∈−∑ ∑
= =

∗∗
p

i
k

q

k
i CkyfxDBxfxD

1 1
211 αα

 
 

untuk setiap ∗∗ ∈ Xx . 
 

Teorema 2.2. Jika  ( )α,EHPf ∈  maka 

( )α,AHPf ∈ untuk setiap sel bagian A⊆ 
E. 
 
Bukti : Cukup jelas, berdasarkan Definisi 
1.3. 
 
Definisi 2.3. Jika  ( )α,EHPf ∈  dan  J (E) 
koleksi semua sel bagian di dalam E maka 
fungsi F : J (E) ?  X dengan rumus 

 
( ) ( ) ( ) ,,, ∫==

A
fdHPAfxAF αα    

   
dan ( ) ,00 =/F untuk setiap ( )EFA∈  disebut 
primitif-Hp fungsi  f . 
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Teorema 2.4. Diberikan fungsi volume α di 
dalam Rn dan sel E ⊂ Rn. Jika  ( )α,EHPf ∈  
dengan f  sebagai primitif-HP nya dan E1, 
E2, ..., Ep sel-sel di dalam E yang tak saling 
tumpang tindih dan Up

k kEE
1=

=  maka  
 

( ) ( ) ( )∑ ∑
= =

==
p

k

p

k
k AfxEFEF

1 1

,, α  

 
Bukti: Karena ( )α,EHPf ∈  dengan 

primitif-HP fungsi f  pada E, Up

k kEE
1=

=  

dengan 000 /=I ji EE  untuk setiap ji ≠ , 
diperoleh    

 

( )

( )( )
( ) ( )
( ) ( )

( )

( ).,,

...

,,...,,

,,

1

1

1

1

1

1

∑

∑

=

=

=

=

=

=

++=

++=

=







=

p

k

p

k
k

p

p

p

k k

p

k
k

Afx

EF

EFEF

EfxEfx

Efx

EFEF

α

αα

αU

U

 

 
Selanjutnya berdasarkan Definisi 1.3. maka 
integral Henstock-Pettis terhadap pada E 
dapat juga dinyatakan seperti dalam 
teorema berikut. 

 
Teorema 2.5.  Fungsi ( )α,EHPf ∈  jika 
dan hanya jika terdapat fungsi adiktif   
sehingga untuk setiap bilangan  ∈ > 0 yang 
diberikan dan ∗∗ ∈ Xx  dapat ditemukan 
fungsi positif δ pada E sehingga jika  EA⊂  
sel dan ( ){ }xDD ,=  partisi Perron δ-fine 
pada A berlaku  

 
( ) ( ) ( )( ) .<∈−∑ ∗ DFDxfx α  

 
Teorema 2.6. ( Lemma Henstock ) 
Diberikan X ruang Banach dan ∗X  ruang 
dualnya, volume α pada Rn dan sel nRE ⊂ . 
Jika ( )α,EHPf ∈  dengan primitif F, yaitu 
untuk setiap bilangan  0∈>  dan ∗∗ ∈ Xx  
terdapatlah fungsi positif δ pada E 

sehingga jika EA⊂  sel dan ( ){ }xDD ,=  
partisi Perron δ-fine pada A berlaku 

 
( ) ( ) ( ) ( )( ) <∈−∑ ∗ DFDxfxD α  

 
maka untuk setiap jumlahan bagian 

∑ 1 dan ( )ΣD  berlaku 
 
( ) ( ) ( ) ( )( ) <∈−∑ ∗

1
DFDxfxD α  

 
Teorema 2.7. ( Teorema Kekonvergenan 
Seragam ) Diberikan fungsi volume α pada 
Rn, sel nRE ⊂  dan ( )α,EHPf n ∈  untuk 
setiap n. Jika untuk setiap sel EA⊂  
barisan fungsi { }nf  konvergen lemah 
seragam ke suatu fungsi f pada A, maka 

( )α,EHPf ∈  dan  
 

( ) ( )αα ,,lim,, AfxAfx nn ∞→
= . 

 
Bukti :  Diberikan EA⊂  sel sebarang. 
Barisan fungsi { }nf  konvergen lemah 
seragam ke f pada A jika untuk setiap 
bilangan 0∈>  dan terdapat bilangan asli 

( )∗∈= xmm ,  sehingga jika mn ≥  berlaku  
 

( ) ( )
14 +

∈
<− ∗∗

α
xfxxfx n . 

 
Untuk setiap EAx ⊂∈ . 

Fungsi  ( )α,EHPf n ∈  jika untuk setiap 
bilangan  ∈ > 0 tersebut dan  ∗∗ ∈ Xx  
terdapat fungsi positif δn-fine pada A 
berlaku 

 

( )( ) ( ) ( ) ( ) <∈− ∑ ∗∗ DxfxDxx nAfn
αα,,  

 
dan 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4
∈

<−∑ ∑ ∗∗ DxfxDDxfxP nn αα

 
 

Jika ( ){ } ( ){ }xDDxDP ,,, ==  sebarang partisi 
Perron δ-fine pada A berlaku 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) <∈
+

∈
+

∈
+

+
∈

<

−+

−+

−≤

−

∑ ∑
∑∑

∑∑
∑ ∑

∗∗

∗∗

∗∗

∗∗

AA

DxfxDDxfxD

DxfxDDxfxP

DxfxPDxfxP

DxfxDDxfxP

m

mm

m

α
α

α
α

αα

αα

αα

αα

14414

 

 
Hal ini menunjukkan bahwa fx ∗  terintegral 
Henstock pada A dan untuk  EA⊂ sel di 
atas jadi terdapat vektor  ( ) XAfx ∈α,,  
sehingga  

 

( )( ) ( )∫ ∗∗ =
AAf fdxHxx αα,,  

 
Dengan kata lain, ( )α,EHPf ∈ . 
Selanjutnya, karena ( )α,EHPf ∈ . Jadi 
terdapat fumgsi positif δ1 pada E sehingga 
untuk EA⊂  sel dan jika ( ){ }xD,=  partisi 
Perron δ1-fine pada A berlaku 

 

( )( ) ( ) ( ) ( ) <∈− ∑ ∗∗ DxfxQxx Af αα,,  

 
Untuk setiap n tetap dan n ≥ m, dipilih 

( ) ( ) ( ){ }xxx nδδδ ,min 1=  untuk setiap Ex ∈ . 
Untuk A⊂ E sel di atas dan jika J sebarang 
partisi Perron pada A, diperoleh 

 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) <∈∈+
+

∈+∈<

−+

−+

−≤

−

∑
∑ ∑

∑

∗∗

∗∗

∗∗

∗∗

4144

,,

,,

,,,,

A
A

xxDxfxJ

DxfxJDxfxJ

DxfxJxx

xxxx

Afn

n

Af

AfAf

n

n

α
α

α

αα

α

α

α

αα

 

 
Dengan kata lain terbukti 

 
( ) ( )αα ,,,, lim AfnAf n

xx
∞→

=  

 
 

Teorema 2.8. (Teorema kekonvergenan 
Monoton) Diberikan fungsi volume α pada 
Rn , sel E ⊂ Rn, dan ( )α,EHPf n ∈  untuk 
setiap n, dan { }nf  monoton lemah pada E. 
Jika untuk setiap sel A ⊂ E barisan fungsi 

{ }nf  konvergen lemah ke f pada A dan 
untuk setiap ∗∗ ∈ Xx , ( )( )α,,lim Afn n

xx∗
∞→  ada 

maka ( )α,EHPf ∈  dan 
 

( ) ( )αα ,,,, lim AfnAf n
xf

∞→
= . 

 
Bukti : Diambil sebarang bilangan 0∈>  
dan ∗∗ ∈ Xx . Cukup  dibuktikan untuk kasus 
barisan fungsi { }nf  yang  naik monoton 
lemah pada A untuk setiap A⊂ E caranya 
sama. Menurut yang diketahui terdapat 

( )( )α,,lim Afn n
xxa ∗

∞→= . Karena barisan fungsi 
{ }nf  naik monoton lemah pada A, maka 
barisan ( ){ }α,,Af n

x  naik monoton lemah 
dengan a  sebagai batas atas terkecilnya. 
Jadi untuk bilangan ∈ > 0 tersebut dan x* 
∈ X*, dapat dipilih bilangan asli n0 = n0 (∈, 
x*) sehingga jika n ≥ n0 berlaku 

 

( )( )
4,,

∈
<− ∗

αAfxxa  

 
Karena barisan fungsi { }nf  konvergen 
lemah f pada A, maka untuk setiap bilangan 
∈ > 0 di atas, ∗∗ ∈ Xx  dan EAx ⊂∈ . 
Terdapat bilangan asli ( )xxmm

oo
,, ∗∈=  

sehingga jika n≥mo berlaku   
 

( ) ( ) ( ) 14 +
∈<− ∗∗

A
xfxxfx n α

 

 
Karena  fn ∈HP(E,α) untuk setiap n, maka 
untuk setiap bilangan ∈ > 0 di atas dan 
x*∈X* terdapat fungsi positif δn pada E 
sehingga untuk A ⊂ E. sel di atas dan untuk 
setiap partisi Perron δn-fine ( ){ }xDDn ,=  
pada A berlaku 

 

( ) ( ) ( ) ( )( )
1,, 2 +

∗∗ ∈
<−∑ nAfn xxDxfxD αα  

 
Dibentuk fungsi positif δ pada E dengan 
rumus 

 
( ) ( )xxmx ∗∈= ,δδ  

 
untuk setiap Ex ∈  dan x*∈ X* dengan 

( ) ( ) ( ){ }xxmxnxxm
oo

,,,,max,, ∗∗∗ ∈∈=∈ . Jadi 
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untuk A ⊂ E sel di atas dan jika 
( ) ( ) ( ){ }pp xDxDxDD ,,...,,, 1211=  Partisi Perron 

δ-fine pada A berlaku 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) =∈∈+∈+∈<∈+∈+
+

∈<

−












+














−+

+−<

−












+


























−+

−≤

=−

∑∑

∑

∑

∑

∑

∑

∑

∑∑

∞

=
+

=

= 





∗

= 





∗

∈
∗

=
∈

∗∗

= 





∗

= 





∗

∈
∗

=
∈

∗

=

∗∗






 ∗∈






 ∗∈

∗

∗






 ∗∈






 ∗∈

∗

∗

4244214 1
1

1

1 ,,

1 ,,
,,

1
,,

1 ,,

1 ,,
,,

1
,,

1

,,

,,

,,

,,

,

n
n

p

i
i

p

i Df

p

i Df
ixxm

p

i
ixxmi

p

i Df

p

i Df
iixxm

p

i
iixxmii

p

i
ii

D
A

axx

xxDxfx

Dxfxxfx

axx

xxDxfx

DxfDxfx

DxfxaDxfxD

i
ixxm

i
ixxm

i

i

i
ixxm

i
ixxm

i

i

α
α

α

α

α

αα

αα

α

α

α

α

 
 

Dari uraian di atas berarti x*f  terintegral 
Henstock pada E dan untuk sel A ⊂ E di 
atas terdapat vektor ( ) Xx Af ∈α,,  sehingga  

 

( )( ) ( )∫ ∗∗ =
AAf fdxHxx αα,,  

 
Jadi ( )α,EHPf ∈ , dan 

 

( )( ) ( )( ) axxxx AfnAf n
== ∗

∞→

∗
αα ,,,, lim  

 
Dengan kata lain,  

 
( ) ( )αα ,,,, lim AfnAf n

xx
∞→

=  

 
Teorema 2.9. ( Lemma Fatou ) Diberikan 
fungsi volume α pada Rn , dan sel E ⊂ Rn 
fungsi ( )α,EHPf n ∈  untuk setiap n. Jika 
untuk setiap sel A ⊂  E barisan fungsi { }nf  
konvergen lemah ke fungsi f pada A dan 

( ) 0≥∗ xfx
n

 h.d pada A untuk setiap n maka 
 

( )( ) ( )( )αα ,,,, inflim AfAf n
xxxx ∗∗ ≤  

 
Bukti : Diberikan A ⊂ E sel sebarang. 
Dibentuk fungsi hn untuk setiap n dengan 
rumus 

 
( ) inin fxh

≥
= inf  

 
untuk setiap  EAx ⊂∈ . Oleh karena itu 
untuk setiap sel A ⊂ E di atas diperoleh 
barisan fungsi naik monoton lemah { }nh  
pada A dan ( ) ( )xfxxhx

nn
∗∗ ≤  untuk setiap 

EAx ⊂∈  dan ∗∗ ∈ Xx . Selanjutnya , 
 

( )( ) ( )( )αα ,,,, limlim AfnAhn nn
xxxx ∗

∞→

∗

∞→
≤  

 
dan barisan fungsi { }nh  konvergen lemah ke 
f. Karena ( )( )α,,lim Ahn n

xx∗
∞→  ada, maka 

menurut Teorema Kekonvergenan 
Monoton, ( )α,EHPf ∈  dan 

 
( )( ) ( )( ) ( )( )ααα ,,,,,, inflimlim AfAhnAf nn

xxxxxx ∗∗

∞→

∗ ≤=

 
 

dengan kata lain,  
 

( )( ) ( )( )αα ,,,, inflim AfAf n
xxxx ∗≤  

 
Akibat dari Lemma Fatou ini diperoleh 

Teorema Kekonvergenan Terdominasi 
Lebesgue, disajukan berikut ini.  

 
Teorema 2.10. ( Teorema Kekonvergenan 
Terdominasi lebesgue ) Diberikan fungsi 
volume α pada Rn, dan sel dan  nRE ⊂  

( )α,,9 EHPf n ∈ . Jika untuk setiap sel A ⊂ E 
barisan { }nf  konvergen lemah ke f pada A 

dan ( ) ( )xxxfx n 9∗∗ ≤  untuk setiap n, x*∈ X* 
dan Ax ∈  maka, ( )α,EHPf ∈  dan 

 
( ) ( )αα ,,,, lim AfnAf n

xx
∞→

=  

 
 

Bukti : Diberikan A ⊂ E sel sebarang. Karena 
( ) ( )xfxxfx

n
∗∗ =   untuk setiap 

∗∗ ∈⊂∈ XxEAx ,  dan ( ) ( )xxxfx n 9∗∗ ≤  untuk 
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setiap n, diperoleh ( ) ( ) 09 ≥− ∗∗ xfxxx
n

 dan 
barisan ( ){ }

n
fx −∗ 9  konvergen ke ( 9 – f ) pada 

A. Oleh karena itu menurut Lemman Fatou, 
 

( )( ) ( )( )αα ,,9,,9 inflim AfAf n
xxxx −

∗
−

∗ ≤  
 

Karena ( ) ( ) ( )xxxfxxx 99 ∗∗∗ ≤≤−  utuk setiap 
,, ∗∗ ∈⊂∈ XxEAx  dan ( )α,9 EHP∈ , maka 

( )α,EHPf ∈  dan  
 
 

( )( ) ( )( ) ( )( )
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( )( ) ( )( ){ }
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inflim

inflim

0

AfA

A
n

A

A nA

A A n
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n
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xxxx
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xxxxxx
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−
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−
∗

−
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−=

−+=

−+=

−=

≤

=−≤

∫∫
∫∫

∫ ∫              

 
 

Dari sini diperoleh, 
 

Lim sup ( )( ) ( )( )αα ,,,, AfAf xxx
n

≤∗   (1) 
 

Selanjutnya untuk ( ) ( ) 09 ≥+ ∗∗ xfxxx
n

diperoleh 
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Teorema 2.11. ( Teorema Kekonvergenan 
Terbatas ). Diberikan fungsi volime α pada 
Rn, dan sel nRE ⊂  dan ( )α,,9 EHPf n ∈ . 
Jika untuk setiap sel EA⊂  barisan { }nf  
konvergen lemah ke f pada A dan 

( ) Mxfx n ≤∗  untuk setiap ∗∗ ∈ Xxn,  dan 

Ax ∈  maka, ( )α,EHPf ∈  dan 
 
 ( ) ( )αα ,,,, lim AfnAf n

xx
∞→

=  

 
 
4. KESIMPULAN 
 

Berdasarkan pembahasan dalam bab-
bab sebelumnya kesimpulan bahwa 
beberapa sifat integral Henstock masih 
berlaku untuk integral Henstock-Pettis pada 
ruang Euclide Rn. 

Demikian juga untuk teorema 
kekonvergenan integral Henstock, yaitu 
Teorema Kekonvergenan Seragam, 
Teorema Kekonvergenan Monoton, Lemma 
Fatau, Teorema Kekonvergenan 
Tedominasi Lebesgue, dan Teorema 
Kekonvergenan terbatas masih berlaku 
untuk integral Henstock-Pettis pada ruang 
Euclide Rn. 

Teori integral Henstock-Pettis dalam 
tulisan ini dapat dikembangkan antara lain 
kajian mengenai sifat-sifat primitif fungsi 
terintegral Henstock-Pettis pada ruang 
Euclide Rn , dan aplikasi integral Henstock-
Pettis pada ruang Euclide Rn serta aplikasi 
pada ilmu-ilmu atau bidang fisika dan 
kimia.   
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