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ABSTRAK

Dalam paper ini

dibicarakan integral Henstock-Pettis pada ruang Euclide R".

Pembahasannya meliputi beberapa sifat fungs terintegral Henstock -Pettis pada ruang
Euclide R", fungs primitif, lemma Henstock, dan beber apa teor ema kekonver genannya.

Kata kunci: Integral Henstock, Ruang Euclide R", fungs terintegral Henstock Pettis

ABSTRACT

Henstock -Pettis Integral an the Eudidean Space is discussed in this paper. Discussons
cover some properties of Henstock -Pettis integrable function on the Eudidean Space R",

primitive function, Henstock lemma, and some conver gence theorems.
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1. PENDAHULUAN

Pada tahun 1914, Perron
mengembangkan perluasan lain integral
Lebesgue dan menunjukkan  bahwa

integralnya mempunyai sifat bahwa setiap
derivatifnya  terintegral  pada  gais
lurus.Selanjutnya Hanstock dan Kurzweil
secara  terpisah mengitlakkan  integral
Riemann dengan mengubah konstanta
positif d menjadi fungs positif d dan
ternyata integral yang disusun keduanya
ekuivalen. Oleh karena itu, integral yang
mereka susun terkenal dengan nama
Henstock-Kurzweil.

Dari kgian tentang integra Henstock
banyak sfat-sifatnya  yang  telah
diungkapkan baik ddlam R maupun ruang
R'. Menurut pendlitian, masalah mengenai
sfat-sifat  pada  integral Henstock
kemungkinan dapat dikembangkan menjadi
masalah yang lebih luas daam integral
henstock-Pettis, khususnya sgauh mana

sfat-sifat integrad Henstock dari fungs
bernilai real dapat dikembangkan ke dalam
integral Henstock-Pettis pada ruang Euclide
R

Himpunan semua bilangan red
dinotasikan dengan R. Untuk bilangan adli
n, R' menyatakan himpunan semua
pasangan atasn bilangan red, yaitu :

R" = R R ..” R.(nf&ktor)

= {x=(x, %, x):xT R1Ei£n}

Untuk setigp a1 R dan X, y1 R".Jka

A himpunan bagian tak kosong didalam R",
diameter himpunan A didefinisikan

diam(A) = sup {|x- ¥]:%¥1 A}
Untuk x1 R", persekitaran

(neighborhood) titik X dengan jari-jari r >0
dinotasikan dengan B(x,r), didefinisikan



Berkala MIPA, 16(2), Mei 2006
B(X,r)={7:¥1 R" dan |- ¥]|<r}.

Definisi 1.1 Diberikansd E1 R'.

(1)Divis pada sel E adalah koleks sd
berhingga D yang tidak saling tumpang
tindih sehingga

U D=E.
D D

(2)Segmentasi pada koleksi sehingga sel-sel C
adalah koleks berhingga s&l D yang tidak
saling tumpang tindih sehingga memenuhi

() Untuk setiap D1 D terdapat sl
Cl C sehinggaDi C

(b) Untuk setiagp CT C koleks
{D1 D:DI C} adalah partipas
pada C

Definis 1.2. Diberikan fungs volume a pada
R', sel Ei R" dan E ruang Banach. Fungsi f :
E? X dikatakan terintegral-a Henstock pada
E terhadap a, ditulissingkatf 1 H (E, a, X)
jika terdapat vektor AT C sehingga untuk
setiap bilangan T > 0 terhadap fungsi positif d
pada E dan untuk setiap partis Perron d-fine
p={Dp,,%)(D,,%).(D ,%x } pada E
berlaku

N

A- ()& f(z)a||:HA- OF f(z)a(ol)(

Definisi 1.3. Diberikan X ruang Banach dan
X' ruang dualnya, volume a pada R, dan E
I R.Fumgsi f : E? X dikatakan terintegral-
a Henstock-Pettis pada E, ditulis singkat
dengan f T HP(E, a), jika untuk setiap Xf
terintegral-a Henstock pada A terdapat vektor
x(f, A,a)l X sehingga

x (x(f,Aa))=(H )C\)X fda

Sdanjutnya vektor x(f,Aa) di aas
disebut nilai Integral Henstock-Pettis fungsi f
pada A dan ditulis

x(f,A,a):(H)Qfda ,

khususnya
22

x(f,E.a)=(HP)®fda.
Jadi

x ((HP)gyfda )= (H)x fda .

2. HASIL DAN PEMBAHASAN

Akan dibahas sifat-sfat lanjut dari
integral Henstock-Pettis pada ruang Euclide
R', beberapa kekonvegenan dari integral
Henstock-Pettis pada ruang Euclide R .

Teorema 2.1. ( Kriteria Cauchy) Fungs
fT HP(E,a) jika dan hanya jika untuk
setiap bilangan T > 0 terdapat fungs
positif d pada E sehingga jika Al E s
dan D, ={(B.,%.).- (B, %, )} dan
D, ={(C,.%, ). (C,. %, } masing-masing
partis Perron d-fine pada A memenuhi

(04 x (%)) (0.4 x1(Kh(c.) 4

1

untuk setigp x'T X" .

Teorema 2.2. Jika f1 HP(E,a) meka

f1 HP(A,a)untuk setiap sel bagian A
E.

Bukti : Cukup jelas, berdasarkan Definis
13

Definisi 2.3. Jika f1 HP(E,a) dan J (E)

koleksi semua sel bagian di dalam E maka
fungs F: J (E) ? X dengan rumus

F(A)=x(f,Aa )= (HP)qfda,

dan F(p)=0, untuk setiap Al F(E) discbut
primitif-Hpfungsi f .
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Teorema 2.4. Diberikan fungsi volume a di
dalamR'dansel EI R Jika f1 HP(E,a)
dengan f sebagai primitif-HP nya dan E,
E, ..., E, sel-sel di dalam E yang tak saling
tumpang tindih dan E={ J'_E, maka

F(E)=4 FE.)=8 x(f. Aa)
Bukti: Karena f1 HP(E,a) dengan

primitif-HP fungsi f pada E, E=|J E,
dengan E°()E!=0 untuk setiap i? j,
diperoleh

o
F(E):F@Ekg

r(Ue)a)
(f,E,a)+..+ x(f ,Ep,a)
(E1)+...+ F(Ep)

F(E.)

1 11 1
m X X

=~
iy

I
T Qo

x(f,Aa)

=
-

I
T Qo

Selanjutnya berdasarkan Definisi 1.3. maka
integral Henstock-Pettis terhadap pada E
dapat juga dinyatakan seperti dalam
teorema berikuit.

Teorema 25. Fungs f1 HP(E.a) jika
dan hanya jika terdapat fungs adiktif
sehingga untuk setiap bilangan T > 0yang
diberikan dan x'T X* dapat ditemukan
fungsi positifd pada E sehinggajika Al E
sel dan D={(D,x)} partis Perron d-fine
pada A berlaku

& x (1"l (D)- FD)|< .

Teorema 2.6. ( Lemma Henstock )
Diberikan X ruang Banach dan X* ruang
dualnya, volume a padaR'dansel Ei R".
Jika f1 HP(E,a) dengan primitif F, yaitu
untuk setiap bilangan 1>0 dan x' 1 X’
terdapatlah fungs positif d pada E

sehingga jika Al E sel dan D ={(D,x)}
partis Perron d-fine pada A berlaku

(018  ( (}k(0)- F(D)|<

maka untuk setiap jumlahan bagian
a ,dan (D)s berlaku

()& X (1 (R (0)- F(D)] 4

Teorema 2.7. ( Teorema Kekonvergenan
Seragam ) Diberikan fungsi volume a pada
R, e Ei R" dan f 1 HP(E,a) untuk
setiap n. Jika untuk setiap sl Al E
barisan fungs {f} konvergen lemah
seragam ke suatu fungs f pada A, maka
fT HP(E,a) dan

X(f, Aa)=limx(f Aa).

Bukti : Diberikan Al E sd sebarang.
Barisan fungs {f} konvergen lemah
seragam ke f pada A jika untuk setiap
bilangan T >0 dan terdapat bilangan adli
m=m{ ,x ) sehingga jika n* m berlaku

I
da +1°

|x*fn(>'<)— X f (i] <

Untuk setigp X1 Al E.

Fungs f T HP(E,a) jika untuk setiap
bilangagn T > O tersebut dan x'T X°
terdapat fungs postif d,-fine pada A
berlaku

|X* (X(fn ,Aa))' (D)é_ X fn(x)a (Dx 4

dan

(P& 1, @R (0)- ()& x (R () <5

Jka P={(D,x)},D ={(D,x} sebarang partis
Perron d-fine pada A berlaku

23
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Ha ini menunjukkan bahwa x*f terintegral
Henstock pada A dan untuk Al Esd di

atas jadi terdapat vektor  x(f,Aa)l X
sehingga

X (X(f,Aa))z (H )QX fda
Dengan  kata  lain, f1 HP(E,a).

Sdanjutnya, karena f1 HP(E,a). Jadi
terdapat fumgs positif d; pada E sehingga
untuk Al E sdl dan jika ={(D,x)} partis
Perron d,-fine pada A berlaku

|X*(’9f,Aa))- @& x f(xja(D) <

Untuk setigp n tetap dan n 3 m, dipilih
d(x) = min{d, (z),d_(x} untuk setigp X1 E.
Untuk Al E sdl di atas dan jika J sebarang
partis Perron pada A, diperoleh

A9 x 1 @R (0)- (& x 1.(%k ()
+|A(J)é fon(Y (D)- Ax( . AH)X
<|Z+4a(lA)+1a(A)+IZ<T

Dengan katalain terbukti

Xt.aa) :|j®”¥‘ Xt,aa)

Teorema 2.8. (Teorema kekonvergenan
Monoton) Diberikan fungs volume a pada

R ,sd EI R',dan f 1 HP(E,a) untuk
setiap n, dan {f} monoton lemah pada E.
Jika untuk setiap sel A1 E barisan fungsi
24

{t} konvergen lemah ke f pada A dan
untuk setiap x'T X°, lim ., x*(x(fmAa)) ada
maka f T HP(E,a) dan

fioona) MX -

Bukti : Diambil sebarang bilangan 1 >0
dan x'T X" . Cukup dibuktikan untuk kasus
barisan fungs {f} yang naik monoton
lemah pada A untuk setiap A E caranya
sama. Menurut yang diketahui terdapat
a=lim,, X (x(fn)vka). Karena barisan fungsi
{t} naik monoton lemah pada A, maka
barisan {x, ..} naik monoton lemah

dengan a sebagai batas atas terkecilnya.
Jadi untuk bilangan T > 0 tersebut dan x
T X, dapat dipilih bilangan asling =, (I ,
x') sehinggajikan 3 n, berlaku

. ]

|a' X (X(f,A,a)X <Z
Karena barisan fungs {f} konvergen
lemah f pada A, maka untuk setiap bilangan
T >0d aas, xT X dan %I Al E.
Terdapat bilangan adi  m =m (i ,x,%)
sehingga jika n® m, berlaku

co (o e (o T

|x f(%)- x fn(x1< Y AFS]
Karena f, T HP(E@a) untuk setiap n, maka
untuk setiap bilangan T > 0 di atas dan
X1 X terdapat fungs postif d, pada E
sehinggauntuk A1 E. sel di atas dan untuk
setiap partis Perron d,-fine D _={(D,x}
pada A berlaku

(0)& x 1(Re©)- % ¢ uu)< 5

Dibentuk fungs positif d pada E dengan
rumus

d(%)=d 4 5

untuk setigp X1 E dan x|
m(l ,x", )= max{n,{,x)m (. x.x}. Jedi
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utuk A I E sd di aas dan jika
D ={(D,,%),(D,,%.)..(D, %, )} Partis Perron
d-fine pada A berlaku

|®%}W&b@}j:%x7@hmw

sgxh@pmygwﬂ@hmw

+
= gy
] 8 s 1 1 1. 1.1
< al\D )+ < —+—+—
4a(A)+1,a;1 ©) Aw"2372"3

Dari uraian di atas berarti X f terintegral
Henstock pada E danuntuk sd A1 E di
atas terdapat vektor x,,.,T X sehingga

X (x(f ,Aa)) = (H )Qx fda
Jadi f1 HP(E,a), dan
X (X m) = lim x (6, 0a)=2
Dengan katalain,
Xiaa) =lMX, )
Teorema 2.9. ( Lemma Fatou ) Diberikan
fungsi volumea padaR",dansd EI R

fungsi f 1 HP(E,a) untuk setiap n. Jika
untuk setiap sl Al E barisan fungsi {f }

X* (X(f,A,a))E lim inf X* (X(fn,A,a))

Bukti : Diberiken A 1 E sd sebarang.
Dibentuk fungs h, untuk setigo n dengan
rumus

n®)=in §

untuk setigp %1 Al E. Oleh karena itu
untuk setiap sel A 1 E di atas diperoleh
barisan fungs naik monoton lemah fh }

pada A dan x'h (X)£x f (X) untuk setiap
x1 Al E dan x'T X' . Sdanjutnya,

limx (Ko e )£ lim x° 0000)

dan barisan fungsi {h } konvergen lemah ke

f. Karena lim,, X*(Xm,A,a)) ada, maka
menurut Teorema K ekonvergenan
Monoton, f1 HP(E,a) dan

Xx (X(f,Aa)): Ll@m X* (X(hn,Aa))£ liminf X‘ (X(fn,Aa))

dengan katalain,

x(x(flA_a))£Iiminf X (x(fnvAa))

Akibat dari Lemma Fatou ini diperoleh
Teorema Kekonvergenan Terdominas
Lebesgue, disgjukan berikut ini.

Teorema 2.10. ( Teorema K ekonver genan
Terdominasi lebesgue ) Diberikan fungs

volume a pada R', dan sd EI R" dan
9,f T HP(E,a). Jika untuk setiap sel Al E
barisan {f } konvergen lemah ke f pada A
dan |x'f,(x)| £ x'9(x) untuk setiap n, xT X
dan xT A maka, f1 HP(E,a) dan

X(f‘Afa) = I%rrg X(f,\,Aa)

konvergen lemah ke fungsi f pada A dan

' Bukti : Diberikan A1 E sd sebarang. Karena
x'f ()3 0 h.d pada A untuk setiap n maka

x f (%)= x f(x) untuk Setiap
X1 Al Exx' T X' dan |x'f, (%) £x9(x) untuk

25
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setiagp n, diperolen x'9(x)- x f ()3 0 dan
barisan {x (@- f )} konvergen ke (9 —f ) pada
A. Oleh karena itu menurut Lemman Fatou,

X (x(9 vaa))E liminf x’ (x(g_ f",Ava))

Karena - x' 9(x)£x f(X)£ x9(X) utuk setiap
%I Al Ex'T X', dan 91 HP(E,a), maka
f1 HP(E,a) dan

0EX (X(Q,Aa))- X (X(f,A,a)): X (X(g f,Aa))
£ liminf X’ (x(g_ f")Aa)

=lim inf{x‘ (X(QM))- X (x(_ f”‘Aa))}
= Iiminf{(H )X 9da +liminf (H)¢y x fnda}

= (H)¢y< 9da +liminf(H)¢y x f,da
= (H )Qx 9da - lim sup(H)Qx* f da

X (X(e,Aa))‘ lim supx’ (X(fn,A,a))

Dari sini diperoleh,
Limsup ' {x, . )£ (4,0 M

Sdanjutnyauntuk x 9(x)+ x f ()3 0 diperoleh

0£X (X(Q,Aﬁ\))+ X (X(f,A,a)): X (X(Hg,Aa))
£ liminf x° (><(fn+g,Aa))

= 1iminf{x (x, aa)* X (Xoun )

= liminf{(H )¢y f,da +(H )¢y oda

=liminf(H )¢ f,da +(H)¢) 9da

~—  —

= liminf(H

= liminf X (x, )+ X (Xo0))

QX f.da +(H)(x oda

atau

(X ne) £ liminf x (%, o)) @

dari (1) dan (2) diperoleh
X (X(f,Aa)) = L'®”¥‘ X (X(fn,A,a)): a

26

dengan katalain,

X(f‘Aa) = 'g';‘ X(f,\.Aa)

Teorema2.11. ( Teorema K ekonver genan
Terbatas). Diberikan fungsi volimea pada
R, dan sel Ei R" dan 9,f 1 HP(E,a).
Jika untuk setiap sl Al E barisan {f }
konvergen lemah ke f pada A dan
X f,(x)£M untuk setiap n,x T X* dan
x1 A maka, f1 HP(E,a) dan

Xt.aa) ZI,L@WQ Xt,aa)

4. KESIMPULAN

Berdasarkan pembahasan dalam bab-
bab sebelumnya kesmpulan bahwa
beberapa sifat integra Henstock masih
berlaku untuk integral Henstock-Pettis pada
ruang Euclide R".

Demikian  juga untuk teorema
kekonvergenan integral Henstock, yaitu
Teorema Kekonvergenan Seragam,
Teorema Kekonvergenan Monoton, Lemma
Fatau, Teorema K ekonvergenan
Tedominass Lebesgue, dan Teorema
Kekonvergenan terbatas mash berlaku
untuk integral Henstock-Pettis pada ruang
EuclideR".

Teori integral Henstock-Pettis dalam
tulisan ini dapat dikembangkan antara lain
kgjian mengenai sifat-sifat primitif fungs
terintegral  Henstock-Pettis pada ruang
Euclide R", dan aplikasi integra Henstock-
Pettis pada ruang Euclide R" serta aplikasi
pada ilmu-ilmu atau bidang fiska dan
kimia.
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